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Среднее арифметическое положительных чисел 

 
 

именами. К ним, в частности, относятся неравенства Коши, Коши-
Буняковского, Бернулли, Йенсена, Караматы.  

1. Неравенство Коши для произвольного числа переменных 
Для любых действительных неотрицательных чисел a1, a2, … ,an (n�N) 

справедливо следующее неравенство 
����������

� � ��� � �� � � � ���   ,причем равенство имеет место тогда и только 
тогда, когда a1= a2= … =an.  

Несложно доказать это неравенство для двух, трех, четырех, пяти чисел. 
Далее французский математик Коши решая частные подзадачи и применив 
метод математической индукции, доказал свое неравенство. 

Среднее гармоническое положительных чисел a1, a2, … ,an  не больше 
среднего геометрического этих чисел:  

 ����� � ���� � �� ������� � ��� � �� � � � ���  
Среднее арифметическое положительных чисел a1, a2, … ,an  не больше 

среднего квадратичного этих чисел:  
�� � �� � �� ��

� � ���� � ��� � �� ���. 
2. Неравенство Йенсена 
Введем несколько новых обозначений. 
Определение. Множество называется выпуклым, если отрезок, 

соединяющий любые его две точки, сам целиком содержится во множестве. 
   Пусть имеется функция y=f(x), определенная на некотором интервале. У 

каждой функции имеется график. График функции, определенной на всей 
числовой прямой, разбивает плоскость на два множества: y≥f(x) и y<f(x). Такие 
два множества называются надграфик и подграфик. 

Определение. Пусть f(x) определена на некотором интервале. Тогда 
множество y≥f(x), где х принадлежит интервалу, называется надграфиком, а 
множество y<f(x), где х принадлежит интервалу, – подграфиком  

соответственно. 
 Теорема (неравенство Йенсена): Пусть f(x)  – функция, выпуклая на 
некотором интервале, x1, x 2, …, x n – произвольные числа из этого интервала, а 
α1, α2, …, αn – произвольные положительные числа, сумма которых равна 
единице. Тогда:  ������ � �� ����� � ������� � �� ������� .  

3. Неравенство Коши-Буняковского 
На первый взгляд, неравенство Йенсена не производит особого 

впечатления: слишком обще выглядит формулировка. Однако дальше можно 
убедиться, что это впечатление обманчиво. 
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1 )...()...)(...( nnnn bababbaa  ,  
где a1, a2, …, an, b1, b2, …, bn – произвольные положительные числа. 
Следствие из неравенства Коши-Буняковского.  
Для любого натурального n справедливо неравенство  
�� � ��� � 2������ � ���, где a≥0, b≥0. 

Примечание. Если n-нечетное, то данное неравенство можно переписать в 
более общем виде �� � ��� � 2������ � ���. 

4. Неравенство Караматы 
Определение.  Пусть даны два упорядоченных набора из n действительных 
 

чисел a=(a1, a2, …, an), b=(b1, b2,…, bn), для которых ai≥ai+1, bi≥bi+1 при 
i=1,2,…,n-1. Будем говорить, что набор a мажорирует набор b, и писать 
a›b, если 

��
�
��

�� � ��,
�� � �� � �� � ��,…

�� � �� � �� ���� � �� � �� � �� ����,
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Теорема. Для любой выпуклой функции y=f(x), определенной на 

некотором промежутке I, и любых двух наборов чисел a=(a1, a2, …, an), b=(b1, 
b2,…, bn) из этого промежутка, удовлетворяющих условию a›b, 
справедливо неравенство f(a1)+f(a2)+…+f(an)≥f(b1)+f(b2)+…+f(bn). 
Это неравенство и называется неравенством Караматы. 
Отметим, что неравенство Караматы является обобщением неравенства 
Йенсена.  

5. Неравенство Бернулли 
Для произвольного натурального n и вещественного x > -1 имеет место 

неравенство (1 + x)n ≥ 1 + nx. 
Таким образом, раскрыта теоретическая часть данной работы. Что 

позволяет рассмотреть применение замечательных неравенств при решении 
нестандартных задач. 

ПРИМЕНЕНИЕ ЗАМЕЧАТЕЛЬНЫХ НЕРАВЕНСТВ 
Рассмотрим задачи,  которые решим с помощью замечательных 

неравенств. 
1. Неравенство Коши 
Задача 1.  Доказать неравенство: 1·2·3·…·2004<1002,52004. 
Доказательство.   
Данное неравенство равносильно неравенству: 

√1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ … ∙ 2004���� � 1002,�. 
Воспользуемся неравенством Коши.  
Тогда  

где a1, a2, …, an, b1, b2, …, bn – произвольные положительные числа.
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межутка, удовлетворяющих условию a>b, справедливо неравенство f(a1)+f(a2)+…
+f(an)≥f(b1)+f(b2)+…+f(bn).

Это неравенство и называется неравенством Караматы.
Отметим, что неравенство Караматы является обобщением неравенства Йен-

сена. 
5. Неравенство Бернулли
Для произвольного натурального n и вещественного x > -1 имеет место неравен-

ство (1 + x)n ≥ 1 + nx.
Таким образом, раскрыта теоретическая часть данной работы. Что позволяет 
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Для любого натурального n справедливо неравенство  
�� � ��� � 2������ � ���, где a≥0, b≥0. 

Примечание. Если n-нечетное, то данное неравенство можно переписать в 
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4. Неравенство Караматы 
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ПРИМЕНЕНИЕ ЗАМЕЧАТЕЛЬНЫХ НЕРАВЕНСТВ 
Рассмотрим задачи,  которые решим с помощью замечательных 

неравенств. 
1. Неравенство Коши 
Задача 1.  Доказать неравенство: 1·2·3·…·2004<1002,52004. 
Доказательство.   
Данное неравенство равносильно неравенству: 

√1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ … ∙ 2004���� � 1002,�. 
Воспользуемся неравенством Коши.  
Тогда  
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√1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ … ∙ 2004���� � ������������
���� � ��������∙����∙��

���� � �
� ∙ 2005 � 100�5. 

Задача 2. Найти наименьшее значение выражения  ����������������������� , где 
a, b, c – любые положительные числа. 

Решение.  
Согласно неравенству Коши  
�a � 1��b � 1��a � c��b � c� � 2√a ∙ 1 ∙ 2√b ∙ 1 ∙ 2√ac ∙ 2√bc � 1�abc , 

откуда следует, что наименьшее значение искомой дроби равно 16. Это 
значение достигается при a=b=c. 

Ответ: 16. 
Задача 3. Какое из чисел больше √388 или√3000� ? 
Решение.  

√388 � ����
� � ��������

� � ��������
� � �����

� � 18. 

√3000� � √10 ∙ 15 ∙ 20� � ��������
� =15.  

Значит, √3000� � 15 � 18 � √388. 
Ответ: √3000� � √388. 

Задача 4. Решите систему уравнений � x
� � |xy| � � � 0�

3� � y� � �2x � y��. 

Решение.  
Так как |xy| � |x| ∙ |y|  и x2= |x| 2, то из первого уравнения системы 

получаем 
|y| � |�|���

|�| � |x| � �
|�| . Отсюда, используя неравенство Коши ������ � √a� ∙ a� , 

где a� � 0� a� � 0, получаем неравенство |y| � �.  
Из второго уравнения системы следует, что 3� � y� � 0 , т.е. |y| � � . Ранее 
было установлено, что |y| � �. Поэтому |y| � � и y1=-6, y2=6. Если найденные 
значения y подставить во второе уравнение системы, то x1=-3 и x2=3. 

Ответ: (-3; -6), (3; 6) 
Задача 5. Если x>1 и y>1, то �

�
��� �

��
��� � 8. 

Доказательство.  
Пусть a=x-1 и b=y-1, тогда a>0, b>0, и с учетом неравенства Коши 
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�∙� � 2 ∙ ����������√�� � 2 ∙ �∙√�∙�∙√�√�� � �√��

√�� �
� 8. 
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 где 

 
 

√1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ … ∙ 2004���� � ������������
���� � ��������∙����∙��

���� � �
� ∙ 2005 � 100�5. 

Задача 2. Найти наименьшее значение выражения  ����������������������� , где 
a, b, c – любые положительные числа. 

Решение.  
Согласно неравенству Коши  
�a � 1��b � 1��a � c��b � c� � 2√a ∙ 1 ∙ 2√b ∙ 1 ∙ 2√ac ∙ 2√bc � 1�abc , 

откуда следует, что наименьшее значение искомой дроби равно 16. Это 
значение достигается при a=b=c. 

Ответ: 16. 
Задача 3. Какое из чисел больше √388 или√3000� ? 
Решение.  

√388 � ����
� � ��������

� � ��������
� � �����

� � 18. 

√3000� � √10 ∙ 15 ∙ 20� � ��������
� =15.  

Значит, √3000� � 15 � 18 � √388. 
Ответ: √3000� � √388. 

Задача 4. Решите систему уравнений � x
� � |xy| � � � 0�

3� � y� � �2x � y��. 

Решение.  
Так как |xy| � |x| ∙ |y|  и x2= |x| 2, то из первого уравнения системы 

получаем 
|y| � |�|���

|�| � |x| � �
|�| . Отсюда, используя неравенство Коши ������ � √a� ∙ a� , 

где a� � 0� a� � 0, получаем неравенство |y| � �.  
Из второго уравнения системы следует, что 3� � y� � 0 , т.е. |y| � � . Ранее 
было установлено, что |y| � �. Поэтому |y| � � и y1=-6, y2=6. Если найденные 
значения y подставить во второе уравнение системы, то x1=-3 и x2=3. 

Ответ: (-3; -6), (3; 6) 
Задача 5. Если x>1 и y>1, то �

�
��� �

��
��� � 8. 

Доказательство.  
Пусть a=x-1 и b=y-1, тогда a>0, b>0, и с учетом неравенства Коши 

получаем  
��
��� �

��
��� �

������
� � ������

� � 2�������������
�∙� � 2 ∙ ����������√�� � 2 ∙ �∙√�∙�∙√�√�� � �√��

√�� �
� 8. 

Следовательно, неравенство доказано. 
2. Неравенство Йенсена 

Задача 1. Решите уравнение  �5�√2� � 4√� � 1� � √2�� � 4√� � 1� . 

Решение.  

 получаем неравенство 

 
 

√1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ … ∙ 2004���� � ������������
���� � ��������∙����∙��

���� � �
� ∙ 2005 � 100�5. 

Задача 2. Найти наименьшее значение выражения  ����������������������� , где 
a, b, c – любые положительные числа. 

Решение.  
Согласно неравенству Коши  
�a � 1��b � 1��a � c��b � c� � 2√a ∙ 1 ∙ 2√b ∙ 1 ∙ 2√ac ∙ 2√bc � 1�abc , 

откуда следует, что наименьшее значение искомой дроби равно 16. Это 
значение достигается при a=b=c. 

Ответ: 16. 
Задача 3. Какое из чисел больше √388 или√3000� ? 
Решение.  

√388 � ����
� � ��������

� � ��������
� � �����

� � 18. 

√3000� � √10 ∙ 15 ∙ 20� � ��������
� =15.  

Значит, √3000� � 15 � 18 � √388. 
Ответ: √3000� � √388. 

Задача 4. Решите систему уравнений � x
� � |xy| � � � 0�

3� � y� � �2x � y��. 

Решение.  
Так как |xy| � |x| ∙ |y|  и x2= |x| 2, то из первого уравнения системы 

получаем 
|y| � |�|���

|�| � |x| � �
|�| . Отсюда, используя неравенство Коши ������ � √a� ∙ a� , 

где a� � 0� a� � 0, получаем неравенство |y| � �.  
Из второго уравнения системы следует, что 3� � y� � 0 , т.е. |y| � � . Ранее 
было установлено, что |y| � �. Поэтому |y| � � и y1=-6, y2=6. Если найденные 
значения y подставить во второе уравнение системы, то x1=-3 и x2=3. 

Ответ: (-3; -6), (3; 6) 
Задача 5. Если x>1 и y>1, то �

�
��� �

��
��� � 8. 

Доказательство.  
Пусть a=x-1 и b=y-1, тогда a>0, b>0, и с учетом неравенства Коши 

получаем  
��
��� �

��
��� �

������
� � ������

� � 2�������������
�∙� � 2 ∙ ����������√�� � 2 ∙ �∙√�∙�∙√�√�� � �√��

√�� �
� 8. 

Следовательно, неравенство доказано. 
2. Неравенство Йенсена 

Задача 1. Решите уравнение  �5�√2� � 4√� � 1� � √2�� � 4√� � 1� . 

Решение.  

 
Из второго уравнения системы следует, что 

 
 

√1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ … ∙ 2004���� � ������������
���� � ��������∙����∙��

���� � �
� ∙ 2005 � 100�5. 

Задача 2. Найти наименьшее значение выражения  ����������������������� , где 
a, b, c – любые положительные числа. 

Решение.  
Согласно неравенству Коши  
�a � 1��b � 1��a � c��b � c� � 2√a ∙ 1 ∙ 2√b ∙ 1 ∙ 2√ac ∙ 2√bc � 1�abc , 

откуда следует, что наименьшее значение искомой дроби равно 16. Это 
значение достигается при a=b=c. 

Ответ: 16. 
Задача 3. Какое из чисел больше √388 или√3000� ? 
Решение.  

√388 � ����
� � ��������

� � ��������
� � �����

� � 18. 

√3000� � √10 ∙ 15 ∙ 20� � ��������
� =15.  

Значит, √3000� � 15 � 18 � √388. 
Ответ: √3000� � √388. 

Задача 4. Решите систему уравнений � x
� � |xy| � � � 0�

3� � y� � �2x � y��. 

Решение.  
Так как |xy| � |x| ∙ |y|  и x2= |x| 2, то из первого уравнения системы 

получаем 
|y| � |�|���

|�| � |x| � �
|�| . Отсюда, используя неравенство Коши ������ � √a� ∙ a� , 

где a� � 0� a� � 0, получаем неравенство |y| � �.  
Из второго уравнения системы следует, что 3� � y� � 0 , т.е. |y| � � . Ранее 
было установлено, что |y| � �. Поэтому |y| � � и y1=-6, y2=6. Если найденные 
значения y подставить во второе уравнение системы, то x1=-3 и x2=3. 

Ответ: (-3; -6), (3; 6) 
Задача 5. Если x>1 и y>1, то �

�
��� �

��
��� � 8. 

Доказательство.  
Пусть a=x-1 и b=y-1, тогда a>0, b>0, и с учетом неравенства Коши 

получаем  
��
��� �

��
��� �

������
� � ������

� � 2�������������
�∙� � 2 ∙ ����������√�� � 2 ∙ �∙√�∙�∙√�√�� � �√��

√�� �
� 8. 

Следовательно, неравенство доказано. 
2. Неравенство Йенсена 

Задача 1. Решите уравнение  �5�√2� � 4√� � 1� � √2�� � 4√� � 1� . 

Решение.  

 Ранее 
было установлено, что 

 
 

√1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ … ∙ 2004���� � ������������
���� � ��������∙����∙��

���� � �
� ∙ 2005 � 100�5. 

Задача 2. Найти наименьшее значение выражения  ����������������������� , где 
a, b, c – любые положительные числа. 

Решение.  
Согласно неравенству Коши  
�a � 1��b � 1��a � c��b � c� � 2√a ∙ 1 ∙ 2√b ∙ 1 ∙ 2√ac ∙ 2√bc � 1�abc , 

откуда следует, что наименьшее значение искомой дроби равно 16. Это 
значение достигается при a=b=c. 

Ответ: 16. 
Задача 3. Какое из чисел больше √388 или√3000� ? 
Решение.  

√388 � ����
� � ��������

� � ��������
� � �����

� � 18. 

√3000� � √10 ∙ 15 ∙ 20� � ��������
� =15.  

Значит, √3000� � 15 � 18 � √388. 
Ответ: √3000� � √388. 

Задача 4. Решите систему уравнений � x
� � |xy| � � � 0�

3� � y� � �2x � y��. 

Решение.  
Так как |xy| � |x| ∙ |y|  и x2= |x| 2, то из первого уравнения системы 

получаем 
|y| � |�|���

|�| � |x| � �
|�| . Отсюда, используя неравенство Коши ������ � √a� ∙ a� , 

где a� � 0� a� � 0, получаем неравенство |y| � �.  
Из второго уравнения системы следует, что 3� � y� � 0 , т.е. |y| � � . Ранее 
было установлено, что |y| � �. Поэтому |y| � � и y1=-6, y2=6. Если найденные 
значения y подставить во второе уравнение системы, то x1=-3 и x2=3. 

Ответ: (-3; -6), (3; 6) 
Задача 5. Если x>1 и y>1, то �

�
��� �

��
��� � 8. 

Доказательство.  
Пусть a=x-1 и b=y-1, тогда a>0, b>0, и с учетом неравенства Коши 

получаем  
��
��� �

��
��� �

������
� � ������

� � 2�������������
�∙� � 2 ∙ ����������√�� � 2 ∙ �∙√�∙�∙√�√�� � �√��

√�� �
� 8. 

Следовательно, неравенство доказано. 
2. Неравенство Йенсена 

Задача 1. Решите уравнение  �5�√2� � 4√� � 1� � √2�� � 4√� � 1� . 

Решение.  

 Поэтому 

 
 

√1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ … ∙ 2004���� � ������������
���� � ��������∙����∙��

���� � �
� ∙ 2005 � 100�5. 

Задача 2. Найти наименьшее значение выражения  ����������������������� , где 
a, b, c – любые положительные числа. 

Решение.  
Согласно неравенству Коши  
�a � 1��b � 1��a � c��b � c� � 2√a ∙ 1 ∙ 2√b ∙ 1 ∙ 2√ac ∙ 2√bc � 1�abc , 

откуда следует, что наименьшее значение искомой дроби равно 16. Это 
значение достигается при a=b=c. 

Ответ: 16. 
Задача 3. Какое из чисел больше √388 или√3000� ? 
Решение.  

√388 � ����
� � ��������

� � ��������
� � �����

� � 18. 

√3000� � √10 ∙ 15 ∙ 20� � ��������
� =15.  

Значит, √3000� � 15 � 18 � √388. 
Ответ: √3000� � √388. 

Задача 4. Решите систему уравнений � x
� � |xy| � � � 0�

3� � y� � �2x � y��. 

Решение.  
Так как |xy| � |x| ∙ |y|  и x2= |x| 2, то из первого уравнения системы 

получаем 
|y| � |�|���

|�| � |x| � �
|�| . Отсюда, используя неравенство Коши ������ � √a� ∙ a� , 

где a� � 0� a� � 0, получаем неравенство |y| � �.  
Из второго уравнения системы следует, что 3� � y� � 0 , т.е. |y| � � . Ранее 
было установлено, что |y| � �. Поэтому |y| � � и y1=-6, y2=6. Если найденные 
значения y подставить во второе уравнение системы, то x1=-3 и x2=3. 

Ответ: (-3; -6), (3; 6) 
Задача 5. Если x>1 и y>1, то �

�
��� �

��
��� � 8. 

Доказательство.  
Пусть a=x-1 и b=y-1, тогда a>0, b>0, и с учетом неравенства Коши 

получаем  
��
��� �

��
��� �

������
� � ������

� � 2�������������
�∙� � 2 ∙ ����������√�� � 2 ∙ �∙√�∙�∙√�√�� � �√��

√�� �
� 8. 

Следовательно, неравенство доказано. 
2. Неравенство Йенсена 

Задача 1. Решите уравнение  �5�√2� � 4√� � 1� � √2�� � 4√� � 1� . 

Решение.  

 и y1=-6, y2=6. Если найденные зна-
чения y подставить во второе уравнение системы, то x1=-3 и x2=3.

Ответ: (-3; -6), (3; 6)

Задача 5. Если x>1 и y>1, то 

 
 

√1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ … ∙ 2004���� � ������������
���� � ��������∙����∙��

���� � �
� ∙ 2005 � 100�5. 

Задача 2. Найти наименьшее значение выражения  ����������������������� , где 
a, b, c – любые положительные числа. 

Решение.  
Согласно неравенству Коши  
�a � 1��b � 1��a � c��b � c� � 2√a ∙ 1 ∙ 2√b ∙ 1 ∙ 2√ac ∙ 2√bc � 1�abc , 

откуда следует, что наименьшее значение искомой дроби равно 16. Это 
значение достигается при a=b=c. 

Ответ: 16. 
Задача 3. Какое из чисел больше √388 или√3000� ? 
Решение.  

√388 � ����
� � ��������

� � ��������
� � �����

� � 18. 

√3000� � √10 ∙ 15 ∙ 20� � ��������
� =15.  

Значит, √3000� � 15 � 18 � √388. 
Ответ: √3000� � √388. 

Задача 4. Решите систему уравнений � x
� � |xy| � � � 0�

3� � y� � �2x � y��. 

Решение.  
Так как |xy| � |x| ∙ |y|  и x2= |x| 2, то из первого уравнения системы 

получаем 
|y| � |�|���

|�| � |x| � �
|�| . Отсюда, используя неравенство Коши ������ � √a� ∙ a� , 

где a� � 0� a� � 0, получаем неравенство |y| � �.  
Из второго уравнения системы следует, что 3� � y� � 0 , т.е. |y| � � . Ранее 
было установлено, что |y| � �. Поэтому |y| � � и y1=-6, y2=6. Если найденные 
значения y подставить во второе уравнение системы, то x1=-3 и x2=3. 

Ответ: (-3; -6), (3; 6) 
Задача 5. Если x>1 и y>1, то �

�
��� �

��
��� � 8. 

Доказательство.  
Пусть a=x-1 и b=y-1, тогда a>0, b>0, и с учетом неравенства Коши 

получаем  
��
��� �

��
��� �

������
� � ������

� � 2�������������
�∙� � 2 ∙ ����������√�� � 2 ∙ �∙√�∙�∙√�√�� � �√��

√�� �
� 8. 

Следовательно, неравенство доказано. 
2. Неравенство Йенсена 

Задача 1. Решите уравнение  �5�√2� � 4√� � 1� � √2�� � 4√� � 1� . 

Решение.  

Доказательство. 
Пусть a=x-1 и b=y-1, тогда a>0, b>0, и с учетом неравенства Коши получаем 

Следовательно, неравенство доказано.

2. Неравенство Йенсена

Задача 1. Решите уравнение 

 
 

√1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ … ∙ 2004���� � ������������
���� � ��������∙����∙��

���� � �
� ∙ 2005 � 100�5. 

Задача 2. Найти наименьшее значение выражения  ����������������������� , где 
a, b, c – любые положительные числа. 

Решение.  
Согласно неравенству Коши  
�a � 1��b � 1��a � c��b � c� � 2√a ∙ 1 ∙ 2√b ∙ 1 ∙ 2√ac ∙ 2√bc � 1�abc , 

откуда следует, что наименьшее значение искомой дроби равно 16. Это 
значение достигается при a=b=c. 

Ответ: 16. 
Задача 3. Какое из чисел больше √388 или√3000� ? 
Решение.  

√388 � ����
� � ��������

� � ��������
� � �����

� � 18. 

√3000� � √10 ∙ 15 ∙ 20� � ��������
� =15.  

Значит, √3000� � 15 � 18 � √388. 
Ответ: √3000� � √388. 

Задача 4. Решите систему уравнений � x
� � |xy| � � � 0�

3� � y� � �2x � y��. 

Решение.  
Так как |xy| � |x| ∙ |y|  и x2= |x| 2, то из первого уравнения системы 

получаем 
|y| � |�|���

|�| � |x| � �
|�| . Отсюда, используя неравенство Коши ������ � √a� ∙ a� , 

где a� � 0� a� � 0, получаем неравенство |y| � �.  
Из второго уравнения системы следует, что 3� � y� � 0 , т.е. |y| � � . Ранее 
было установлено, что |y| � �. Поэтому |y| � � и y1=-6, y2=6. Если найденные 
значения y подставить во второе уравнение системы, то x1=-3 и x2=3. 

Ответ: (-3; -6), (3; 6) 
Задача 5. Если x>1 и y>1, то �

�
��� �

��
��� � 8. 

Доказательство.  
Пусть a=x-1 и b=y-1, тогда a>0, b>0, и с учетом неравенства Коши 

получаем  
��
��� �

��
��� �

������
� � ������

� � 2�������������
�∙� � 2 ∙ ����������√�� � 2 ∙ �∙√�∙�∙√�√�� � �√��

√�� �
� 8. 

Следовательно, неравенство доказано. 
2. Неравенство Йенсена 

Задача 1. Решите уравнение  �5�√2� � 4√� � 1� � √2�� � 4√� � 1� . 

Решение.  Решение. 
Областью определения уравнения является промежуток [0;+∞). Разделив обе ча-

сти уравнения, на -5, перепишем его в виде: 
 

 

√1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ … ∙ 2004���� � ������������
���� � ��������∙����∙��

���� � �
� ∙ 2005 � 100�5. 

Задача 2. Найти наименьшее значение выражения  ����������������������� , где 
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Областью определения  уравнения является промежуток [0;+ ). 
Разделив обе части уравнения, на -5, перепишем его в виде:  

��15 �√2� � 4√� � 1� � �15 √2�
� � 4

5 √� � 1�  

Левую часть оценим сверху, используя неравенство Йенсена для 
функции  f�x� � �√x и коэффициентов.  
Таким образом, уравнение реализует равенство в произведенной оценке. Оно 
достигается тогда и только тогда, когда √2x � √x � 1,т.е. при х=1. 
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 с набором коэффициентов     α� � �

�,			α� �
�
�,			α� �

�
�      соответственно. 
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��� � ��. 
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Рассматриваем функцию f(x)= �
�  и воспользовавшись неравенством 

Йенсена, получаем то, что требуется доказать. 
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          Решение. 
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(a2+b2+c2)(12+12+12)≥(a·1+b·1+c·1)2, т.е.  3(a2+b2+c2)≥(a+b+c)2, но по 

условию a+b+c≥3, значит 3(a2+b2+c2)≥9, откуда сразу следует доказываемое 
соотношение. Что и требовалось доказать. 
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Областью определения  уравнения является промежуток [0;+ ). 
Разделив обе части уравнения, на -5, перепишем его в виде:  

��15 �√2� � 4√� � 1� � �15 √2�
� � 4

5 √� � 1�  

Левую часть оценим сверху, используя неравенство Йенсена для 
функции  f�x� � �√x и коэффициентов.  
Таким образом, уравнение реализует равенство в произведенной оценке. Оно 
достигается тогда и только тогда, когда √2x � √x � 1,т.е. при х=1. 

Ответ: 1.   
Задача 2. Решите уравнение 

 �6√2x � 12√x � 1 � 1�√x� � 1 � √2x� � 2√x � 1� � �√x� � 1� . 
Решение. 
Применяя неравенство Йенсена к функции f�x� � �√x и  величинам  

x� � √2x,					x� � √x � 1,					x� � �x� � 1	 
 с набором коэффициентов     α� � �

�,			α� �
�
�,			α� �

�
�      соответственно. 

Ответ: 1– единственный корень уравнения. 
Задача 4. Доказать, что для любых a1, a2, …, an>0 справедливо 

неравенство: 
�a� � a� � �� a��� ��� �

�
�� � �� �

��� � ��. 
Неравенство можно переписать в виде 

 � ��� �
�
�� � �� �

��� �
��

���������� это равносильно тому, что 

 
�
�
�
�� �

�
�
�
�� � �� �

�
�
�� �

�
����������

�
 . 

Рассматриваем функцию f(x)= �
�  и воспользовавшись неравенством 

Йенсена, получаем то, что требуется доказать. 
3. Неравенство Коши-Буняковского 
Задача 1. Доказать, что для любых действительных чисел a,b, c, если 

a+b+c≥3, то будет справедливо и неравенство a2+b2+c2≥3.  
          Решение. 

Применив неравенство Коши-Буняковского, получим: 
(a2+b2+c2)(12+12+12)≥(a·1+b·1+c·1)2, т.е.  3(a2+b2+c2)≥(a+b+c)2, но по 

условию a+b+c≥3, значит 3(a2+b2+c2)≥9, откуда сразу следует доказываемое 
соотношение. Что и требовалось доказать. 

Задача 2. Докажите, что для любого значения х из области определения 
выполняется неравенство  
√5x � 1 � √6x � 1 � √1 � 11x � �. 

Решение.  
Неравенство Коши-Буняковского дает для любого значения х их области 

определения соотношение: 

Левую часть оценим сверху, используя неравенство Йенсена для функции 

 
 

Областью определения  уравнения является промежуток [0;+ ). 
Разделив обе части уравнения, на -5, перепишем его в виде:  

��15 �√2� � 4√� � 1� � �15 √2�
� � 4

5 √� � 1�  

Левую часть оценим сверху, используя неравенство Йенсена для 
функции  f�x� � �√x и коэффициентов.  
Таким образом, уравнение реализует равенство в произведенной оценке. Оно 
достигается тогда и только тогда, когда √2x � √x � 1,т.е. при х=1. 

Ответ: 1.   
Задача 2. Решите уравнение 

 �6√2x � 12√x � 1 � 1�√x� � 1 � √2x� � 2√x � 1� � �√x� � 1� . 
Решение. 
Применяя неравенство Йенсена к функции f�x� � �√x и  величинам  

x� � √2x,					x� � √x � 1,					x� � �x� � 1	 
 с набором коэффициентов     α� � �

�,			α� �
�
�,			α� �

�
�      соответственно. 

Ответ: 1– единственный корень уравнения. 
Задача 4. Доказать, что для любых a1, a2, …, an>0 справедливо 

неравенство: 
�a� � a� � �� a��� ��� �

�
�� � �� �

��� � ��. 
Неравенство можно переписать в виде 

 � ��� �
�
�� � �� �

��� �
��

���������� это равносильно тому, что 

 
�
�
�
�� �

�
�
�
�� � �� �

�
�
�� �

�
����������

�
 . 

Рассматриваем функцию f(x)= �
�  и воспользовавшись неравенством 

Йенсена, получаем то, что требуется доказать. 
3. Неравенство Коши-Буняковского 
Задача 1. Доказать, что для любых действительных чисел a,b, c, если 

a+b+c≥3, то будет справедливо и неравенство a2+b2+c2≥3.  
          Решение. 

Применив неравенство Коши-Буняковского, получим: 
(a2+b2+c2)(12+12+12)≥(a·1+b·1+c·1)2, т.е.  3(a2+b2+c2)≥(a+b+c)2, но по 

условию a+b+c≥3, значит 3(a2+b2+c2)≥9, откуда сразу следует доказываемое 
соотношение. Что и требовалось доказать. 

Задача 2. Докажите, что для любого значения х из области определения 
выполняется неравенство  
√5x � 1 � √6x � 1 � √1 � 11x � �. 

Решение.  
Неравенство Коши-Буняковского дает для любого значения х их области 

определения соотношение: 

 и коэффициентов. 
Таким образом, уравнение реализует равенство в произведенной оценке. Оно до-

стигается тогда и только тогда, когда 

 
 

Областью определения  уравнения является промежуток [0;+ ). 
Разделив обе части уравнения, на -5, перепишем его в виде:  

��15 �√2� � 4√� � 1� � �15 √2�
� � 4

5 √� � 1�  

Левую часть оценим сверху, используя неравенство Йенсена для 
функции  f�x� � �√x и коэффициентов.  
Таким образом, уравнение реализует равенство в произведенной оценке. Оно 
достигается тогда и только тогда, когда √2x � √x � 1,т.е. при х=1. 

Ответ: 1.   
Задача 2. Решите уравнение 

 �6√2x � 12√x � 1 � 1�√x� � 1 � √2x� � 2√x � 1� � �√x� � 1� . 
Решение. 
Применяя неравенство Йенсена к функции f�x� � �√x и  величинам  

x� � √2x,					x� � √x � 1,					x� � �x� � 1	 
 с набором коэффициентов     α� � �

�,			α� �
�
�,			α� �

�
�      соответственно. 

Ответ: 1– единственный корень уравнения. 
Задача 4. Доказать, что для любых a1, a2, …, an>0 справедливо 

неравенство: 
�a� � a� � �� a��� ��� �

�
�� � �� �

��� � ��. 
Неравенство можно переписать в виде 

 � ��� �
�
�� � �� �

��� �
��

���������� это равносильно тому, что 

 
�
�
�
�� �

�
�
�
�� � �� �

�
�
�� �

�
����������

�
 . 

Рассматриваем функцию f(x)= �
�  и воспользовавшись неравенством 

Йенсена, получаем то, что требуется доказать. 
3. Неравенство Коши-Буняковского 
Задача 1. Доказать, что для любых действительных чисел a,b, c, если 

a+b+c≥3, то будет справедливо и неравенство a2+b2+c2≥3.  
          Решение. 

Применив неравенство Коши-Буняковского, получим: 
(a2+b2+c2)(12+12+12)≥(a·1+b·1+c·1)2, т.е.  3(a2+b2+c2)≥(a+b+c)2, но по 

условию a+b+c≥3, значит 3(a2+b2+c2)≥9, откуда сразу следует доказываемое 
соотношение. Что и требовалось доказать. 

Задача 2. Докажите, что для любого значения х из области определения 
выполняется неравенство  
√5x � 1 � √6x � 1 � √1 � 11x � �. 

Решение.  
Неравенство Коши-Буняковского дает для любого значения х их области 

определения соотношение: 

, т.е. при х=1.
Ответ: 1.
Задача 2. Решите уравнение

 
 

Областью определения  уравнения является промежуток [0;+ ). 
Разделив обе части уравнения, на -5, перепишем его в виде:  

��15 �√2� � 4√� � 1� � �15 √2�
� � 4

5 √� � 1�  

Левую часть оценим сверху, используя неравенство Йенсена для 
функции  f�x� � �√x и коэффициентов.  
Таким образом, уравнение реализует равенство в произведенной оценке. Оно 
достигается тогда и только тогда, когда √2x � √x � 1,т.е. при х=1. 

Ответ: 1.   
Задача 2. Решите уравнение 

 �6√2x � 12√x � 1 � 1�√x� � 1 � √2x� � 2√x � 1� � �√x� � 1� . 
Решение. 
Применяя неравенство Йенсена к функции f�x� � �√x и  величинам  

x� � √2x,					x� � √x � 1,					x� � �x� � 1	 
 с набором коэффициентов     α� � �

�,			α� �
�
�,			α� �

�
�      соответственно. 

Ответ: 1– единственный корень уравнения. 
Задача 4. Доказать, что для любых a1, a2, …, an>0 справедливо 

неравенство: 
�a� � a� � �� a��� ��� �

�
�� � �� �

��� � ��. 
Неравенство можно переписать в виде 

 � ��� �
�
�� � �� �

��� �
��

���������� это равносильно тому, что 

 
�
�
�
�� �

�
�
�
�� � �� �

�
�
�� �

�
����������

�
 . 

Рассматриваем функцию f(x)= �
�  и воспользовавшись неравенством 

Йенсена, получаем то, что требуется доказать. 
3. Неравенство Коши-Буняковского 
Задача 1. Доказать, что для любых действительных чисел a,b, c, если 

a+b+c≥3, то будет справедливо и неравенство a2+b2+c2≥3.  
          Решение. 

Применив неравенство Коши-Буняковского, получим: 
(a2+b2+c2)(12+12+12)≥(a·1+b·1+c·1)2, т.е.  3(a2+b2+c2)≥(a+b+c)2, но по 

условию a+b+c≥3, значит 3(a2+b2+c2)≥9, откуда сразу следует доказываемое 
соотношение. Что и требовалось доказать. 

Задача 2. Докажите, что для любого значения х из области определения 
выполняется неравенство  
√5x � 1 � √6x � 1 � √1 � 11x � �. 

Решение.  
Неравенство Коши-Буняковского дает для любого значения х их области 

определения соотношение: 

Решение.
Применяя неравенство Йенсена к функции 

 
 

Областью определения  уравнения является промежуток [0;+ ). 
Разделив обе части уравнения, на -5, перепишем его в виде:  

��15 �√2� � 4√� � 1� � �15 √2�
� � 4

5 √� � 1�  

Левую часть оценим сверху, используя неравенство Йенсена для 
функции  f�x� � �√x и коэффициентов.  
Таким образом, уравнение реализует равенство в произведенной оценке. Оно 
достигается тогда и только тогда, когда √2x � √x � 1,т.е. при х=1. 

Ответ: 1.   
Задача 2. Решите уравнение 

 �6√2x � 12√x � 1 � 1�√x� � 1 � √2x� � 2√x � 1� � �√x� � 1� . 
Решение. 
Применяя неравенство Йенсена к функции f�x� � �√x и  величинам  

x� � √2x,					x� � √x � 1,					x� � �x� � 1	 
 с набором коэффициентов     α� � �

�,			α� �
�
�,			α� �

�
�      соответственно. 

Ответ: 1– единственный корень уравнения. 
Задача 4. Доказать, что для любых a1, a2, …, an>0 справедливо 

неравенство: 
�a� � a� � �� a��� ��� �

�
�� � �� �

��� � ��. 
Неравенство можно переписать в виде 

 � ��� �
�
�� � �� �

��� �
��

���������� это равносильно тому, что 

 
�
�
�
�� �

�
�
�
�� � �� �

�
�
�� �

�
����������

�
 . 

Рассматриваем функцию f(x)= �
�  и воспользовавшись неравенством 

Йенсена, получаем то, что требуется доказать. 
3. Неравенство Коши-Буняковского 
Задача 1. Доказать, что для любых действительных чисел a,b, c, если 

a+b+c≥3, то будет справедливо и неравенство a2+b2+c2≥3.  
          Решение. 

Применив неравенство Коши-Буняковского, получим: 
(a2+b2+c2)(12+12+12)≥(a·1+b·1+c·1)2, т.е.  3(a2+b2+c2)≥(a+b+c)2, но по 

условию a+b+c≥3, значит 3(a2+b2+c2)≥9, откуда сразу следует доказываемое 
соотношение. Что и требовалось доказать. 

Задача 2. Докажите, что для любого значения х из области определения 
выполняется неравенство  
√5x � 1 � √6x � 1 � √1 � 11x � �. 

Решение.  
Неравенство Коши-Буняковского дает для любого значения х их области 

определения соотношение: 

 и  величинам 

 
 

Областью определения  уравнения является промежуток [0;+ ). 
Разделив обе части уравнения, на -5, перепишем его в виде:  

��15 �√2� � 4√� � 1� � �15 √2�
� � 4

5 √� � 1�  

Левую часть оценим сверху, используя неравенство Йенсена для 
функции  f�x� � �√x и коэффициентов.  
Таким образом, уравнение реализует равенство в произведенной оценке. Оно 
достигается тогда и только тогда, когда √2x � √x � 1,т.е. при х=1. 

Ответ: 1.   
Задача 2. Решите уравнение 

 �6√2x � 12√x � 1 � 1�√x� � 1 � √2x� � 2√x � 1� � �√x� � 1� . 
Решение. 
Применяя неравенство Йенсена к функции f�x� � �√x и  величинам  

x� � √2x,					x� � √x � 1,					x� � �x� � 1	 
 с набором коэффициентов     α� � �

�,			α� �
�
�,			α� �

�
�      соответственно. 

Ответ: 1– единственный корень уравнения. 
Задача 4. Доказать, что для любых a1, a2, …, an>0 справедливо 

неравенство: 
�a� � a� � �� a��� ��� �

�
�� � �� �

��� � ��. 
Неравенство можно переписать в виде 

 � ��� �
�
�� � �� �

��� �
��

���������� это равносильно тому, что 
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�
 . 

Рассматриваем функцию f(x)= �
�  и воспользовавшись неравенством 

Йенсена, получаем то, что требуется доказать. 
3. Неравенство Коши-Буняковского 
Задача 1. Доказать, что для любых действительных чисел a,b, c, если 

a+b+c≥3, то будет справедливо и неравенство a2+b2+c2≥3.  
          Решение. 

Применив неравенство Коши-Буняковского, получим: 
(a2+b2+c2)(12+12+12)≥(a·1+b·1+c·1)2, т.е.  3(a2+b2+c2)≥(a+b+c)2, но по 

условию a+b+c≥3, значит 3(a2+b2+c2)≥9, откуда сразу следует доказываемое 
соотношение. Что и требовалось доказать. 

Задача 2. Докажите, что для любого значения х из области определения 
выполняется неравенство  
√5x � 1 � √6x � 1 � √1 � 11x � �. 

Решение.  
Неравенство Коши-Буняковского дает для любого значения х их области 

определения соотношение: 

с набором коэффициентов 

 
 

Областью определения  уравнения является промежуток [0;+ ). 
Разделив обе части уравнения, на -5, перепишем его в виде:  

��15 �√2� � 4√� � 1� � �15 √2�
� � 4

5 √� � 1�  

Левую часть оценим сверху, используя неравенство Йенсена для 
функции  f�x� � �√x и коэффициентов.  
Таким образом, уравнение реализует равенство в произведенной оценке. Оно 
достигается тогда и только тогда, когда √2x � √x � 1,т.е. при х=1. 

Ответ: 1.   
Задача 2. Решите уравнение 

 �6√2x � 12√x � 1 � 1�√x� � 1 � √2x� � 2√x � 1� � �√x� � 1� . 
Решение. 
Применяя неравенство Йенсена к функции f�x� � �√x и  величинам  

x� � √2x,					x� � √x � 1,					x� � �x� � 1	 
 с набором коэффициентов     α� � �

�,			α� �
�
�,			α� �

�
�      соответственно. 

Ответ: 1– единственный корень уравнения. 
Задача 4. Доказать, что для любых a1, a2, …, an>0 справедливо 

неравенство: 
�a� � a� � �� a��� ��� �

�
�� � �� �

��� � ��. 
Неравенство можно переписать в виде 

 � ��� �
�
�� � �� �

��� �
��

���������� это равносильно тому, что 
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Рассматриваем функцию f(x)= �
�  и воспользовавшись неравенством 

Йенсена, получаем то, что требуется доказать. 
3. Неравенство Коши-Буняковского 
Задача 1. Доказать, что для любых действительных чисел a,b, c, если 

a+b+c≥3, то будет справедливо и неравенство a2+b2+c2≥3.  
          Решение. 

Применив неравенство Коши-Буняковского, получим: 
(a2+b2+c2)(12+12+12)≥(a·1+b·1+c·1)2, т.е.  3(a2+b2+c2)≥(a+b+c)2, но по 

условию a+b+c≥3, значит 3(a2+b2+c2)≥9, откуда сразу следует доказываемое 
соотношение. Что и требовалось доказать. 

Задача 2. Докажите, что для любого значения х из области определения 
выполняется неравенство  
√5x � 1 � √6x � 1 � √1 � 11x � �. 

Решение.  
Неравенство Коши-Буняковского дает для любого значения х их области 

определения соотношение: 

 соответственно.
Ответ: 1 – единственный корень уравнения.
Задача 4. Доказать, что для любых a1, a2, …, an>0 справедливо неравенство:

 
 

Областью определения  уравнения является промежуток [0;+ ). 
Разделив обе части уравнения, на -5, перепишем его в виде:  

��15 �√2� � 4√� � 1� � �15 √2�
� � 4

5 √� � 1�  

Левую часть оценим сверху, используя неравенство Йенсена для 
функции  f�x� � �√x и коэффициентов.  
Таким образом, уравнение реализует равенство в произведенной оценке. Оно 
достигается тогда и только тогда, когда √2x � √x � 1,т.е. при х=1. 

Ответ: 1.   
Задача 2. Решите уравнение 

 �6√2x � 12√x � 1 � 1�√x� � 1 � √2x� � 2√x � 1� � �√x� � 1� . 
Решение. 
Применяя неравенство Йенсена к функции f�x� � �√x и  величинам  

x� � √2x,					x� � √x � 1,					x� � �x� � 1	 
 с набором коэффициентов     α� � �

�,			α� �
�
�,			α� �

�
�      соответственно. 

Ответ: 1– единственный корень уравнения. 
Задача 4. Доказать, что для любых a1, a2, …, an>0 справедливо 

неравенство: 
�a� � a� � �� a��� ��� �

�
�� � �� �

��� � ��. 
Неравенство можно переписать в виде 

 � ��� �
�
�� � �� �

��� �
��

���������� это равносильно тому, что 
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Рассматриваем функцию f(x)= �
�  и воспользовавшись неравенством 

Йенсена, получаем то, что требуется доказать. 
3. Неравенство Коши-Буняковского 
Задача 1. Доказать, что для любых действительных чисел a,b, c, если 

a+b+c≥3, то будет справедливо и неравенство a2+b2+c2≥3.  
          Решение. 

Применив неравенство Коши-Буняковского, получим: 
(a2+b2+c2)(12+12+12)≥(a·1+b·1+c·1)2, т.е.  3(a2+b2+c2)≥(a+b+c)2, но по 

условию a+b+c≥3, значит 3(a2+b2+c2)≥9, откуда сразу следует доказываемое 
соотношение. Что и требовалось доказать. 

Задача 2. Докажите, что для любого значения х из области определения 
выполняется неравенство  
√5x � 1 � √6x � 1 � √1 � 11x � �. 

Решение.  
Неравенство Коши-Буняковского дает для любого значения х их области 

определения соотношение: 

Неравенство можно переписать в виде

                                                                   это равносильно тому, что

Рассматриваем функцию 

 
 

Областью определения  уравнения является промежуток [0;+ ). 
Разделив обе части уравнения, на -5, перепишем его в виде:  

��15 �√2� � 4√� � 1� � �15 √2�
� � 4

5 √� � 1�  

Левую часть оценим сверху, используя неравенство Йенсена для 
функции  f�x� � �√x и коэффициентов.  
Таким образом, уравнение реализует равенство в произведенной оценке. Оно 
достигается тогда и только тогда, когда √2x � √x � 1,т.е. при х=1. 

Ответ: 1.   
Задача 2. Решите уравнение 

 �6√2x � 12√x � 1 � 1�√x� � 1 � √2x� � 2√x � 1� � �√x� � 1� . 
Решение. 
Применяя неравенство Йенсена к функции f�x� � �√x и  величинам  

x� � √2x,					x� � √x � 1,					x� � �x� � 1	 
 с набором коэффициентов     α� � �

�,			α� �
�
�,			α� �

�
�      соответственно. 

Ответ: 1– единственный корень уравнения. 
Задача 4. Доказать, что для любых a1, a2, …, an>0 справедливо 

неравенство: 
�a� � a� � �� a��� ��� �

�
�� � �� �

��� � ��. 
Неравенство можно переписать в виде 
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��� �
��

���������� это равносильно тому, что 
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Рассматриваем функцию f(x)= �
�  и воспользовавшись неравенством 

Йенсена, получаем то, что требуется доказать. 
3. Неравенство Коши-Буняковского 
Задача 1. Доказать, что для любых действительных чисел a,b, c, если 

a+b+c≥3, то будет справедливо и неравенство a2+b2+c2≥3.  
          Решение. 

Применив неравенство Коши-Буняковского, получим: 
(a2+b2+c2)(12+12+12)≥(a·1+b·1+c·1)2, т.е.  3(a2+b2+c2)≥(a+b+c)2, но по 

условию a+b+c≥3, значит 3(a2+b2+c2)≥9, откуда сразу следует доказываемое 
соотношение. Что и требовалось доказать. 

Задача 2. Докажите, что для любого значения х из области определения 
выполняется неравенство  
√5x � 1 � √6x � 1 � √1 � 11x � �. 

Решение.  
Неравенство Коши-Буняковского дает для любого значения х их области 

определения соотношение: 

 и воспользовавшись неравенством Йенсена, 
получаем то, что требуется доказать.

3. Неравенство Коши-Буняковского
Задача 1. Доказать, что для любых действительных чисел a, b, c, если a+b+c≥3, 

то будет справедливо и неравенство a2+b2+c2≥3.
Решение.
Применив неравенство Коши-Буняковского, получим:
(a2+b2+c2)(12+12+12)≥(a∙1+b∙1+c∙1)2, т.е. 3(a2+b2+c2)≥(a+b+c)2, но по условию 

a+b+c≥3, значит 3(a2+b2+c2)≥9, откуда сразу следует доказываемое соотношение. 
Что и требовалось доказать.

Задача 2. Докажите, что для любого значения х из области определения выпол-
няется неравенство 

 
 

Областью определения  уравнения является промежуток [0;+ ). 
Разделив обе части уравнения, на -5, перепишем его в виде:  

��15 �√2� � 4√� � 1� � �15 √2�
� � 4

5 √� � 1�  

Левую часть оценим сверху, используя неравенство Йенсена для 
функции  f�x� � �√x и коэффициентов.  
Таким образом, уравнение реализует равенство в произведенной оценке. Оно 
достигается тогда и только тогда, когда √2x � √x � 1,т.е. при х=1. 

Ответ: 1.   
Задача 2. Решите уравнение 

 �6√2x � 12√x � 1 � 1�√x� � 1 � √2x� � 2√x � 1� � �√x� � 1� . 
Решение. 
Применяя неравенство Йенсена к функции f�x� � �√x и  величинам  

x� � √2x,					x� � √x � 1,					x� � �x� � 1	 
 с набором коэффициентов     α� � �

�,			α� �
�
�,			α� �

�
�      соответственно. 

Ответ: 1– единственный корень уравнения. 
Задача 4. Доказать, что для любых a1, a2, …, an>0 справедливо 

неравенство: 
�a� � a� � �� a��� ��� �

�
�� � �� �

��� � ��. 
Неравенство можно переписать в виде 
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���������� это равносильно тому, что 
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Рассматриваем функцию f(x)= �
�  и воспользовавшись неравенством 

Йенсена, получаем то, что требуется доказать. 
3. Неравенство Коши-Буняковского 
Задача 1. Доказать, что для любых действительных чисел a,b, c, если 

a+b+c≥3, то будет справедливо и неравенство a2+b2+c2≥3.  
          Решение. 

Применив неравенство Коши-Буняковского, получим: 
(a2+b2+c2)(12+12+12)≥(a·1+b·1+c·1)2, т.е.  3(a2+b2+c2)≥(a+b+c)2, но по 

условию a+b+c≥3, значит 3(a2+b2+c2)≥9, откуда сразу следует доказываемое 
соотношение. Что и требовалось доказать. 

Задача 2. Докажите, что для любого значения х из области определения 
выполняется неравенство  
√5x � 1 � √6x � 1 � √1 � 11x � �. 

Решение.  
Неравенство Коши-Буняковского дает для любого значения х их области 

определения соотношение: 

Решение. 
Неравенство Коши-Буняковского дает для любого значения х их области опреде-

ления соотношение:

 
 

√�� � 1 ∙ 1 � √�� � 1 ∙ 1 � √1 � 11� ∙ 1 ��
� ��√�� � 1�� � �√�� � 1�� � �√1 � 11��� ∙ √1� � 1� � 1�  

или  √�� � 1 ∙ 1 � √�� � 1 ∙ 1 � √1 � 11� ∙ 1 � √3 ∙ √3 , что доказывает 
требуемое неравенство (область определения неравенства не является пустым 
множеством).     

Что и требовалось доказать. 
Задача 3. Найти наименьшее значение выражения x2+y2+z2, если x+y+z=1. 
Решение. 
 Согласно неравенству Коши-Буняковского имеем 

 (1·x+1·y+1·z)2≤(12+12+12)( x2+y2+z2), или 1≤3( x2+y2+z2), или x2+y2+z2≥ �
� , 

причем равенство имеет место при x=y=z=�
�. 

Ответ: ��. 
Задача 4. Доказать, что из условия a1+a2+…+an=1 следует, что 
 ��� � ��� � �� ��� � �

�. 
Доказательство.  
Истинность данного утверждения следует из неравенства Коши-

Буняковского. Примем  bi=1 и подставим их в соответствующее неравенство.   
Имеем: 

(1·a1+1·a2+…+1·an)2≤(1+1+…+1)·(���� � ��� � �� ���), 
(a1+a2+…+an)2≤n·( ���� � ��� � �� ��� ). Поскольку a1+a2+…+an=1, то 

1≤n·(���� � ��� � �� ���), то есть ��� � ��� � �� ��� � �
�.  

Что и требовалось доказать. 
4. Неравенство Бернулли 
Задача 1. Решите уравнение (x+1)2+(x+2)3+(x+3)4=287x. 
Решение.  
Введем новую переменную y=x-1, тогда уравнение принимает вид 

(y+2)2+(y+3)3+(y+4)4=287(y+1). 
Оценим снизу левую часть уравнения, применяя неравенство Бернулли 
(1+x)n≥1+nx, где x>-1 и n – натуральное число. 
  Имеет место  

(y+2)2+(y+3)3+(y+4)4=4(1+��)
2+27(1+��)

3+256(1+��)
4≥4(1+2·��)+27(1+3·��)+256х

х(1+4·��)=287(1+y). 
Тогда следует, что примененные выше неравенства Бернулли 

превращаются в равенства, а это возможно лишь в том случае, когда y=0. Так 
как y=0 и y=x-1, то x=1. 

Ответ:1. 
Задача 2. Что 1,005200 или 0,99410  больше?    

1,005200=(1+0,005)200≥1+200·0,005=2 
0,99410=(1-1,006)10≥1-10·0,006=0,94 

или 

 
 

√�� � 1 ∙ 1 � √�� � 1 ∙ 1 � √1 � 11� ∙ 1 ��
� ��√�� � 1�� � �√�� � 1�� � �√1 � 11��� ∙ √1� � 1� � 1�  

или  √�� � 1 ∙ 1 � √�� � 1 ∙ 1 � √1 � 11� ∙ 1 � √3 ∙ √3 , что доказывает 
требуемое неравенство (область определения неравенства не является пустым 
множеством).     

Что и требовалось доказать. 
Задача 3. Найти наименьшее значение выражения x2+y2+z2, если x+y+z=1. 
Решение. 
 Согласно неравенству Коши-Буняковского имеем 

 (1·x+1·y+1·z)2≤(12+12+12)( x2+y2+z2), или 1≤3( x2+y2+z2), или x2+y2+z2≥ �
� , 

причем равенство имеет место при x=y=z=�
�. 

Ответ: ��. 
Задача 4. Доказать, что из условия a1+a2+…+an=1 следует, что 
 ��� � ��� � �� ��� � �

�. 
Доказательство.  
Истинность данного утверждения следует из неравенства Коши-

Буняковского. Примем  bi=1 и подставим их в соответствующее неравенство.   
Имеем: 

(1·a1+1·a2+…+1·an)2≤(1+1+…+1)·(���� � ��� � �� ���), 
(a1+a2+…+an)2≤n·( ���� � ��� � �� ��� ). Поскольку a1+a2+…+an=1, то 

1≤n·(���� � ��� � �� ���), то есть ��� � ��� � �� ��� � �
�.  

Что и требовалось доказать. 
4. Неравенство Бернулли 
Задача 1. Решите уравнение (x+1)2+(x+2)3+(x+3)4=287x. 
Решение.  
Введем новую переменную y=x-1, тогда уравнение принимает вид 

(y+2)2+(y+3)3+(y+4)4=287(y+1). 
Оценим снизу левую часть уравнения, применяя неравенство Бернулли 
(1+x)n≥1+nx, где x>-1 и n – натуральное число. 
  Имеет место  

(y+2)2+(y+3)3+(y+4)4=4(1+��)
2+27(1+��)

3+256(1+��)
4≥4(1+2·��)+27(1+3·��)+256х

х(1+4·��)=287(1+y). 
Тогда следует, что примененные выше неравенства Бернулли 

превращаются в равенства, а это возможно лишь в том случае, когда y=0. Так 
как y=0 и y=x-1, то x=1. 

Ответ:1. 
Задача 2. Что 1,005200 или 0,99410  больше?    

1,005200=(1+0,005)200≥1+200·0,005=2 
0,99410=(1-1,006)10≥1-10·0,006=0,94 

, что доказывает требуемое 
неравенство (область определения неравенства не является пустым множеством).

Что и требовалось доказать.
Задача 3. Найти наименьшее значение выражения x2+y2+z2, если x+y+z=1.
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Задача 4. Доказать, что из условия a1+a2+…+an=1 следует, что

 
 

√�� � 1 ∙ 1 � √�� � 1 ∙ 1 � √1 � 11� ∙ 1 ��
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Что и требовалось доказать. 
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Тогда следует, что примененные выше неравенства Бернулли 

превращаются в равенства, а это возможно лишь в том случае, когда y=0. Так 
как y=0 и y=x-1, то x=1. 

Ответ:1. 
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1,005200=(1+0,005)200≥1+200·0,005=2 
0,99410=(1-1,006)10≥1-10·0,006=0,94 

Доказательство. 
Истинность данного утверждения следует из неравенства Коши-Буняковского. 

Примем bi=1 и подставим их в соответствующее неравенство.  
Имеем:

Что и требовалось доказать.

4. Неравенство Бернулли
Задача 1. Решите уравнение (x+1)2+(x+2)3+(x+3)4=287x.
Решение. 
Введем новую переменную y=x-1, тогда уравнение принимает вид
(y+2)2+(y+3)3+(y+4)4=287(y+1).
Оценим снизу левую часть уравнения, применяя неравенство Бернулли 
(1+x)n≥1+nx, где x>-1 и n – натуральное число.
Имеет место 

Тогда следует, что примененные выше неравенства Бернулли превращаются 
в равенства, а это возможно лишь в том случае, когда y=0. Так как y=0 и y=x-1, то 
x=1.

Ответ: 1.
Задача 2. Что 1,005200 или 0,99410 больше? 
1,005200=(1+0,005)200≥1+200∙0,005=2
0,99410=(1-1,006)10≥1-10∙0,006=0,94
Кроме того, очень большая группа неравенств может быть легко доказана с помо-

щью теоремы Бернулли.
Задача 3. Доказать, что для любых 

 
 

           Кроме того, очень большая группа неравенств может быть легко 
доказана с помощью теоремы Бернулли. 

Задача 3.  Доказать, что для любых n ∈ N (1,5)n≥1+0,5n 
Доказательство.   
Положив х=0,5 и применив теорему Бернулли для выражения (1+0,5)n  , 

получим требуемое неравенство.   
Задача 4. Найти наименьшее значение функции y=(1-x)n+(1+x)n на отрезке 

x∈ ���� ��. 
Решение.  Применив к функции неравенство Бернулли, получим, что  

y=(1-x)n+(1+x)n≥1-n·x+1+n·x=2.  Равенство достигается при x=0. 
Ответ: 2. 
5. Неравенство Караматы 
Задача 1. Докажите, что для любых положительных чисел a, b, c 

справедливо неравенство: 
√a� � b� � c� � �√ab � ac � bc � √a� � �bc � √b� � �ac � √c� � �ab.  

Доказательство.  
Данное неравенство равносильно тому, что  

√a� � b� � c� � √ab � ac � bc � √ab � ac � bc � √a� � �bc � √b� � �ac �
√c� � �ab.  

Пусть a≥b≥c. Рассмотрим два набора чисел ( a� � b� � c�� ab � ac �
bc� ab � �ac � bc), (a� � �bc� b� � �ac� c� � �ab). 

Покажем, что наборы чисел мажорируют. Воспользуемся определением 
мажоризации:  
											a� � b� � c� � a� � �bc 
(b-c)2≥0 – верно; 
a� � b� � c� � ab � ac � bc � a� � �bc � b� � �ac  
c2-bc-ac+ab≥0 
c(c-b)-a(c-b)≥0 
(c-b)(c-a)≥0, 
(c-b)≤0 и (c-a)≤0; 
          a� � b� � c� � ab � ac � bc � ab � ac � bc � a� � �bc � b� � �ac �
�c� � ��ab 

a� � b� � c� � �ab � �ac � �bc � a� � �bc � b� � �ac � c� � �ab. 
Верно. 
Значит, наборы чисел мажорируют. Применив неравенство Караматы для 

выпуклой функции f(x)=√x, получаем верное исходное неравенство. 
Рассмотрим решение нескольких непростых  задач, применив традиционные 
методы и замечательные неравенства.  

Пример 1. Решить уравнение 
√�x � x� � √3x� � �x � � � √5x� � �x � 5x � �. 

Доказательство.
Положив х=0,5 и применив теорему Бернулли для выражения (1+0,5)n, получим 

требуемое неравенство.
Задача 4. Найти наименьшее значение функции y=(1-x)n+(1+x)n на отрезке 
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Покажем, что наборы чисел мажорируют. Воспользуемся определением 
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выпуклой функции f(x)=√x, получаем верное исходное неравенство. 
Рассмотрим решение нескольких непростых  задач, применив традиционные 
методы и замечательные неравенства.  

Пример 1. Решить уравнение 
√�x � x� � √3x� � �x � � � √5x� � �x � 5x � �. 

Решение. Применив к функции неравенство Бернулли, получим, что 
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√�� � 1 ∙ 1 � √�� � 1 ∙ 1 � √1 � 11� ∙ 1 ��
� ��√�� � 1�� � �√�� � 1�� � �√1 � 11��� ∙ √1� � 1� � 1�  

или  √�� � 1 ∙ 1 � √�� � 1 ∙ 1 � √1 � 11� ∙ 1 � √3 ∙ √3 , что доказывает 
требуемое неравенство (область определения неравенства не является пустым 
множеством).     

Что и требовалось доказать. 
Задача 3. Найти наименьшее значение выражения x2+y2+z2, если x+y+z=1. 
Решение. 
 Согласно неравенству Коши-Буняковского имеем 

 (1·x+1·y+1·z)2≤(12+12+12)( x2+y2+z2), или 1≤3( x2+y2+z2), или x2+y2+z2≥ �
� , 

причем равенство имеет место при x=y=z=�
�. 

Ответ: ��. 
Задача 4. Доказать, что из условия a1+a2+…+an=1 следует, что 
 ��� � ��� � �� ��� � �

�. 
Доказательство.  
Истинность данного утверждения следует из неравенства Коши-

Буняковского. Примем  bi=1 и подставим их в соответствующее неравенство.   
Имеем: 

(1·a1+1·a2+…+1·an)2≤(1+1+…+1)·(���� � ��� � �� ���), 
(a1+a2+…+an)2≤n·( ���� � ��� � �� ��� ). Поскольку a1+a2+…+an=1, то 

1≤n·(���� � ��� � �� ���), то есть ��� � ��� � �� ��� � �
�.  

Что и требовалось доказать. 
4. Неравенство Бернулли 
Задача 1. Решите уравнение (x+1)2+(x+2)3+(x+3)4=287x. 
Решение.  
Введем новую переменную y=x-1, тогда уравнение принимает вид 

(y+2)2+(y+3)3+(y+4)4=287(y+1). 
Оценим снизу левую часть уравнения, применяя неравенство Бернулли 
(1+x)n≥1+nx, где x>-1 и n – натуральное число. 
  Имеет место  

(y+2)2+(y+3)3+(y+4)4=4(1+��)
2+27(1+��)

3+256(1+��)
4≥4(1+2·��)+27(1+3·��)+256х

х(1+4·��)=287(1+y). 
Тогда следует, что примененные выше неравенства Бернулли 

превращаются в равенства, а это возможно лишь в том случае, когда y=0. Так 
как y=0 и y=x-1, то x=1. 

Ответ:1. 
Задача 2. Что 1,005200 или 0,99410  больше?    

1,005200=(1+0,005)200≥1+200·0,005=2 
0,99410=(1-1,006)10≥1-10·0,006=0,94 
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√a� � b� � c� � �√ab � ac � bc � √a� � �bc � √b� � �ac � √c� � �ab.  

Доказательство.  
Данное неравенство равносильно тому, что  

√a� � b� � c� � √ab � ac � bc � √ab � ac � bc � √a� � �bc � √b� � �ac �
√c� � �ab.  

Пусть a≥b≥c. Рассмотрим два набора чисел ( a� � b� � c�� ab � ac �
bc� ab � �ac � bc), (a� � �bc� b� � �ac� c� � �ab). 

Покажем, что наборы чисел мажорируют. Воспользуемся определением 
мажоризации:  
											a� � b� � c� � a� � �bc 
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          a� � b� � c� � ab � ac � bc � ab � ac � bc � a� � �bc � b� � �ac �
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Верно. 
Значит, наборы чисел мажорируют. Применив неравенство Караматы для 

выпуклой функции f(x)=√x, получаем верное исходное неравенство. 
Рассмотрим решение нескольких непростых  задач, применив традиционные 
методы и замечательные неравенства.  

Пример 1. Решить уравнение 
√�x � x� � √3x� � �x � � � √5x� � �x � 5x � �. 
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Найдем область определения уравнения, которая может быть описана с 

помощью следующей системы неравенств:�
�x � x� � ��

3x� � �x � 1 � ��
5x� � �x � ��
5x � 1 � ��

  

Множеством решений данной системы является промежуток x � ��� � �� . 
Разложим выражения под знаком каждого корня на множители. Можно 
показать, что на области определения уравнения все сомножители будут только 
неотрицательными. Тогда к каждому из корней можно применить оценку 
посредством неравенства Коши. В результате левая часть исходного уравнения 
может быть оценена так: 
��� � x�x � ��3x � 1��x � 1� � ��5x � ��x � �����

� � ��������
� � ������

� � 5x �
1. 

Правая часть неравенства после преобразований совпадает с правой 
частью рассматриваемого уравнения. Таким образом, на области определения 
его левая часть не больше правой части. Равенство возможно только при 

выполнении следующих условий �
x � � � x�

x � 1 � x � 1�
5x � � � x�

 Записанная система имеет 

единственное решение x � 1 . Найденное значение принадлежит области 
определения исходного уравнения, а, следовательно, является его решением.  

Классическим методом решения иррациональных уравнений является 
возведение их левой и правой частей в степень. Если обсуждаемое уравнение 
решать таким методом, то после всех преобразований мы получим уравнение 
восьмой степени. Подбором можно установить, что x � 1  является корнем 
этого уравнения кратности 2. Далее требуется найти корни многочлена шестой 
степени или доказать, что их нет, причем рациональных корней он не имеет. 
Таким образом, решение данного уравнения путем последовательного 
возведения в степень позволяет найти его корень. Однако без использования 
других методов весьма затруднительно доказать тот факт, что других корней 
данное уравнение не имеет. Таким образом, применение неравенства Коши 
позволяет обнаружить решение быстрее и проще. 

Другим неравенством, дающим возможность эффективно решать 
некоторые виды уравнений, является неравенство Бернулли.  

В качестве примера рассмотрим следующее уравнение. 

Пример 2. Решить уравнение √1 � x� � �1 � �
���

�
. При решении 

классическим способом путем возведения в четвертую степень получаем 
уравнение шестнадцатой степени, корни которого найти не просто. Перепишем 

уравнение в следующем виде √1 � x� � �1 � �
���

� � � . Область определения 
уравнения представляет собой неравенство x � �1. Применим к выражению 
√1 � x�  неравенство Бернулли, в результате получаем оценку  
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посредством неравенства Коши. В результате левая часть исходного уравнения 
может быть оценена так: 
��� � x�x � ��3x � 1��x � 1� � ��5x � ��x � �����

� � ��������
� � ������

� � 5x �
1. 

Правая часть неравенства после преобразований совпадает с правой 
частью рассматриваемого уравнения. Таким образом, на области определения 
его левая часть не больше правой части. Равенство возможно только при 

выполнении следующих условий �
x � � � x�

x � 1 � x � 1�
5x � � � x�

 Записанная система имеет 

единственное решение x � 1 . Найденное значение принадлежит области 
определения исходного уравнения, а, следовательно, является его решением.  

Классическим методом решения иррациональных уравнений является 
возведение их левой и правой частей в степень. Если обсуждаемое уравнение 
решать таким методом, то после всех преобразований мы получим уравнение 
восьмой степени. Подбором можно установить, что x � 1  является корнем 
этого уравнения кратности 2. Далее требуется найти корни многочлена шестой 
степени или доказать, что их нет, причем рациональных корней он не имеет. 
Таким образом, решение данного уравнения путем последовательного 
возведения в степень позволяет найти его корень. Однако без использования 
других методов весьма затруднительно доказать тот факт, что других корней 
данное уравнение не имеет. Таким образом, применение неравенства Коши 
позволяет обнаружить решение быстрее и проще. 

Другим неравенством, дающим возможность эффективно решать 
некоторые виды уравнений, является неравенство Бернулли.  

В качестве примера рассмотрим следующее уравнение. 

Пример 2. Решить уравнение √1 � x� � �1 � �
���

�
. При решении 

классическим способом путем возведения в четвертую степень получаем 
уравнение шестнадцатой степени, корни которого найти не просто. Перепишем 

уравнение в следующем виде √1 � x� � �1 � �
���

� � � . Область определения 
уравнения представляет собой неравенство x � �1. Применим к выражению 
√1 � x�  неравенство Бернулли, в результате получаем оценку  
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которая выполняется на всей области определения. Выражение �� � �
���

�
 с 

помощью неравенства Бернулли можно оценить следующим образом 

�� � �
���

� � � � �
�.                                                                     (2) 

Оценка справедлива при условии � � ��� . Соответственно на области 
определения исходного уравнения выполняются оценки (1) и (2). Умножим 

неравенство (2) на –1, тогда справедливо неравенство √� � �� � �� � �
���

� � � �
�
� � � � �

� , что позволяет найти оценку левой части уравнения. Она такова 

√� � �� � �� � �
���

� � � . Полученное неравенство выполняется для любых 
значений x из области определения исходного уравнения. Равенство возможно 

только при выполнении следующих условий � � � ��
�
�� � �� . Уравнение имеет 

решение � � �. 
Пример 3.  Решите уравнение (x+6)5-(x+2)5=64. 
Решение.  
Применим следствие из неравенства Коши-Буняковского при n=5 в виде  

  a5-b5≥�����
�

��   (*). 
Используя это неравенство, оценим снизу левую часть исходного 

уравнения. Тогда (x+6)5-(x+2)5≥���������
�

�� � ��. Отсюда и из данного уравнения 
следует вывод о том, что неравенство (*) обращается в равенство, а это 
возможно только в том случае, когда a=-b. Следовательно, имеем x+6=-x-2, т.е. 
x1=-4. 

Ответ: -4. 
Пример 4. Доказать, что если a>0, b>0, c>0, то 
�a � b � c� ��� �

�
� �

�
�� � �. 

1 способ.   
Докажем неравенство по определению: 

�a � b � c� ��� �
�
� �

�
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Значит, неравенство справедливо. 
2 способ.  
Применим неравенство Коши для n=3, получим  

a � b � c � � ∙ √a ∙ b ∙ c� ;          �� �
�
� �

�
� � � ∙ ��

� ∙
�
� ∙

�
�

�
. 

Перемножив неравенства, получим, что (a+b+c)��� �
�
� �

�
�� � �. 
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Значит, неравенство справедливо. 
2 способ.  
Применим неравенство Коши для n=3, получим  

a � b � c � � ∙ √a ∙ b ∙ c� ;          �� �
�
� �

�
� � � ∙ ��

� ∙
�
� ∙

�
�

�
. 

Перемножив неравенства, получим, что (a+b+c)��� �
�
� �

�
�� � �. 

1 способ.
Докажем неравенство по определению:

 
 

�� � ���� � � � �
�,                                                               (1) 

которая выполняется на всей области определения. Выражение �� � �
���

�
 с 

помощью неравенства Бернулли можно оценить следующим образом 

�� � �
���

� � � � �
�.                                                                     (2) 

Оценка справедлива при условии � � ��� . Соответственно на области 
определения исходного уравнения выполняются оценки (1) и (2). Умножим 

неравенство (2) на –1, тогда справедливо неравенство √� � �� � �� � �
���

� � � �
�
� � � � �

� , что позволяет найти оценку левой части уравнения. Она такова 

√� � �� � �� � �
���

� � � . Полученное неравенство выполняется для любых 
значений x из области определения исходного уравнения. Равенство возможно 

только при выполнении следующих условий � � � ��
�
�� � �� . Уравнение имеет 

решение � � �. 
Пример 3.  Решите уравнение (x+6)5-(x+2)5=64. 
Решение.  
Применим следствие из неравенства Коши-Буняковского при n=5 в виде  

  a5-b5≥�����
�

��   (*). 
Используя это неравенство, оценим снизу левую часть исходного 

уравнения. Тогда (x+6)5-(x+2)5≥���������
�

�� � ��. Отсюда и из данного уравнения 
следует вывод о том, что неравенство (*) обращается в равенство, а это 
возможно только в том случае, когда a=-b. Следовательно, имеем x+6=-x-2, т.е. 
x1=-4. 

Ответ: -4. 
Пример 4. Доказать, что если a>0, b>0, c>0, то 
�a � b � c� ��� �
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Пример 5. Докажите, что ����� �� � �!, где n � �� n � 1. 
Доказательство.  
Возьмем в качестве опорных следующие неравенства Коши: 

���
� � √n ∙ 1 ; 			�������� � ��n � 1� ∙ 2 ; 				�������� � ��n � 2� ∙ 3 ; …; 

�������
� � �2 ∙ �n � 1� ;  ���� � √1 ∙ n . 

Перемножив эти n неравенств, получим: 

�n � 1
2 �

�
� ��n�n � 1��n � 2�…2 ∙ 1��1 ∙ 2 ∙ 3 ∙ … ∙ �n � 1�n� � √n! n! �
� ��n!�� � n! 

Итак, ����� �� � �!. 
Так как по условию n � 1, то первое из опорных неравенств Коши может 

быть только строгим. Но тогда и после перемножения опорных неравенств 
полученное неравенство должно быть строгим. Таким образом, ����� �� � �!, что 
и требовалось доказать =3 

Данный пример показывает, что, возможно, это единственный способ 
доказательства неравенства. 

Пример 6. (ЦТ В 12). Решите уравнение ���
�

����� � x� � 2√5x � �. В ответ 
запишите значение выражения x·│x│, где х – корень уравнения. 

Решение.  
Рассмотрим функцию � � x� � 2√5x � � . Графиком является парабола, 

расположенная над осью Ох, ветви направлены вверх, х0=- √5 , у0=3 – 
координаты вершины. Значит, у≥3. 

Рассмотрим выражение �����
���� , тогда �����

���� � �
�� �x� �

��
��� �

�
�� ∙ 2 ∙

�x� ∙ ���� �
�
�� ∙ 5 �

�
� (применив неравенство Коши). 

 Следовательно, ���
�

����� � 3�	 Таким образом, равенство достигается, если каждая 
из частей принимает значение, равное 3, а это возможно при х=-√5. 
Тогда x·│x│=�√5·√5=-5. 

Ответ: -5. 
Пример 7. (олимпиада по математике 2014/2015 учебный год). Какое 

наименьшее значение может принимать величина a���� � a� � �
���� , если a – 

произвольное действительное число? 
Решение.  
Воспользуемся неравенством Коши. 

  Тогда 

����� � �� � �
���� � �� � �

���� � ��� � 1� � �
��������∙�������∙

�
���� � 1 � 2 � 1

� 1 

 где 
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Ответ: наименьшее значение равно 1.
Применение неравенств к решению уравнений и доказательства неравенств по-

зволяет рассматривать те случаи, когда решение стандартными методами приводит 
к громоздким выкладкам. Таким образом, применение замечательных неравенств 
к решению задач нестандартного характера позволяет в ряде случаев более просто 
прийти к их решению, способствует развитию математического и логического мышле-
ния, а также расширяет представления о методах решения уравнений.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Проведенное теоретическое и практико-ориентированное исследование позволя-

ет сделать выводы: 
1. Раскрыты теоретические особенности замечательных неравенств.
2. Продемонстрировано применение замечательных неравенств при решении за-

дач нестандартного характера. 
3. Применение замечательных неравенств помогает быстрее достичь результа-

тов, позволяет решать задачи, даже подступиться к которым на первый взгляд трудно 
(что говорит об эффективности применения замечательных неравенств).

Новизна работы заключается в том, что применение замечательных неравенств 
полезно при решении уравнений и неравенств, решение которых стандартными ме-
тодами весьма затруднительно, поскольку они не изучаются в образовательной шко-
ле, и требует нетрадиционного (нестандартного) мышления учащихся. Материалы 
работы могут быть использованы при организации работы с одаренными детьми, 
подготовке к олимпиадам. 

Применение замечательных неравенств, как уже отмечалось, дает возможность 
решать задачи нестандартного характера быстрее и рациональнее, что позволяет не 
только сэкономить время, но и представить красивое решение. 
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ПРАКТИЧЕСКОЕ ПРИМЕНЕНИЕ АРХИМЕДОВОЙ СИЛЫ

Аннотация. Вопрос оздоровительного и прикладного плавания, гигиены образа жизни ин-
тересовали еще наших дедов и прадедов. В данной статье даются советы о том, что 
надо, упав в воду, непрерывно опираться об нее ладонями, приподнять голову для дыхания 
и «сколько можно держаться на поверхности воды, вытягиваясь, чтобы удобно на ней дер-
жаться». Надо отметить, что эти советы весьма квалифицированы и для наших дней.

ОТКРЫТИЕ АРХИМЕДОМ ВЫТАЛКИВАЮЩЕЙ СИЛЫ
Архимед. Греческий математик и изобретатель. Архимед родился в 287 году до 

н.э. в Сиракузах на острове Сицилия. Отец Архимеда – астроном и математик Фидий. 
Фидий дал сыну хорошее образование. Находясь в Александрии, Архимед познако-
мился со знаменитым астрономом Кононом, астрономом и математиком Эратосфе-
ном, с которыми он поддерживал в дальнейшем научную переписку. Здесь он уси-
ленно работал в богатейшей библиотеке, изучал труды Демокрита, Евдокса и других 
ученых. 

Прославился своими достижениями в области математики, статистики и гидро-
статистики, был также изобретательным инженером, который использовал свой та-
лант для решения ряда практических проблем.

Когда в 213 г. до н.э. римляне осадили родной город Сиракузы, он изобрел балли-
стоорудие для метания камней, использование которого отсрочило падение города. 
Архимед также открыл принцип рычага, винта и ворота. Он утверждал, что человек 
один может сдвинуть с места массивный тяжелый объект, если ему дать достаточно 
длинный рычаг и точку опоры.

Архимед открыл закон о выталкивающей силе. Существует легенда, что он при-
шел к своему закону, решая задачу: содержит ли золотая корона, заказанная Героном 
мастеру, посторонние примеси или нет. Однако, вероятно, мотивы работы Архимеда 
были все же более глубокими. Ведь Сиракузы были портовым и судостроительным 
городом. Вопросы плавания тел здесь решались ежедневно практически, и поэтому 
перед Архимедом стояла задача выяснения научной основы этих вопросов. В сво-
ей книге он разбирает не только условия плавания тел, но и вопрос об устойчиво-
сти равновесия плавающих тел различной геометрической формы. Научный гений 
Архимеда в этом сочинении, оставшемся, по-видимому, незаконченным, проявился 
с исключительной силой. Рассказывают, что однажды Архимед, обнаженный бегал по 
улицам Сиракуз с криком: «Эврика!» («Я нашел!») после того, как обнаружил, войдя 
в ванну, что масса тела может быть измерена при помощи вытесненного им объема 
воды. Закон Архимеда гласит, что на всякое тело, погруженное в жидкость или газ, 
действует выталкивающая сила, направленная вверх и равная весу вытесненной 
жидкости или газа. Таким образом, лодка плавает, а заполненный горячим воздухом 
шар поднимается вверх. Благодаря тому, что они обладают меньшей плотностью, 
чем вытесненный ими воздух или вода. 

Архимед погиб во время одного из боев во время пунических войн.
Закон Архимеда 
Закон Архимеда: на тело, погруженное в жидкость или газ, действует выталки-

вающая сила, равная весу того количества жидкости или газа, которое вытеснено 
погруженной частью тела.

Сила Архимеда – сила упругости, при которой тело сжимает слой жидкости, 
а в ответ со стороны сжатой жидкости действует сила.

Сила Архимеда зависит от объёма тела, погружённого в жидкость, плотности 
жидкости, но не зависит от плотности тела и веса тела.

СИЛА АРХИМЕДА В СЫПУЧЕМ ВЕЩЕСТВЕ
На представлении «Наследие Архимеда» жители Сиракуз соревновались в «до-

ставании со дна морского жемчужины». Аналогичную, но более простую демонстра-
цию можно повторить, используя небольшую стеклянную банку с рисом. Положите 
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туда теннисный шарик и закройте её крышкой. Переверните банку так, чтобы шарик 
оказался в её нижней части под пшеном. Если создать легкую вибрацию (легонько 
потрясти банку вверх-вниз), то сила трения между зёрнышками пшена уменьшится, 
они станут подвижными и шарик через некоторое время под действием силы Архи-
меда всплывёт на поверхность.

ЖИВАЯ И МЕРТВАЯ ВОДА
Поставьте на стол литровую стеклянную банку, заполненную на 2/3 водой, и два 

стакана с жидкостями: один с надписью «живая вода», другой – с надписью «мёрт-
вая». Опустите в банку клубень картофеля (или сырое яйцо). Он тонет. Долейте 
в банку «живую» воду – клубень всплывёт, добавьте «мёртвую» – он опять утонет. 
Подливая то одну, то другую жидкость, можно получить раствор, в котором клубень 
не будет всплывать на поверхность, но и ко дну не пойдёт. Секрет опыта в том, что 
в первом стаканчике – насыщенный раствор поваренной соли, во втором – обычная 
вода. (Совет: перед демонстрацией картофель лучше очистить, а в банку налить сла-
бый раствор соли, чтобы даже незначительное увеличение её концентрации вызы-
вало эффект).

КАРТЕЗИАНСКИЙ ВОДОЛАЗ ИЗ ПИПЕТКИ
Наполните пипетку водой так, чтобы она плавала вертикально, практически пол-

ностью погрузившись в воду. Опустите пипетку – водолаза в прозрачную пластиковую 
бутылку, доверху наполненную водой. Герметично закройте бутылку крышкой. При 
нажиме на стенки сосуда, водолаз начнёт заполняться водой. Изменяя давление, 
добейтесь, чтобы водолаз выполнял ваши команды: «Вниз!», «Вверх!».
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жидкости или газа. Таким образом, лодка плавает, а заполненный горячим 
воздухом шар поднимается вверх. Благодаря тому, что они обладают меньшей 
плотностью, чем вытесненный ими воздух или вода.  

Архимед погиб во время одного из боев во время пунических войн. 
Закон Архимеда  
Закон Архимеда: на тело, погруженное в жидкость или газ, действует 

выталкивающая сила, равная весу того количества жидкости или газа, которое 
вытеснено погруженной частью тела. 

Сила Архимеда – сила упругости, при которой тело сжимает слой 
жидкости, а в ответ со стороны сжатой жидкости действует сила. 

Сила Архимеда зависит от объёма тела, погружённого в жидкость, 
плотности жидкости, но не зависит от плотности тела и веса тела. 

СИЛА АРХИМЕДА В СЫПУЧЕМ ВЕЩЕСТВЕ 

На представлении «Наследие Архимеда» жители Сиракуз 
соревновались в «доставании со дна морского жемчужины». 
Аналогичную, но более простую демонстрацию можно 
повторить, используя небольшую стеклянную банку с 
рисом. Положите туда теннисный шарик и закройте её 
крышкой. Переверните банку так, чтобы шарик оказался в её 
нижней части под пшеном. Если создать легкую вибрацию 
(легонько потрясти банку вверх-вниз), то сила трения между 

зёрнышками пшена уменьшится, они станут подвижными и шарик через 
некоторое время под действием силы Архимеда всплывёт на поверхность. 

ЖИВАЯ И МЕРТВАЯ ВОДА 

Поставьте на стол литровую стеклянную 
банку, заполненную на 2/3 водой, и два стакана 
с жидкостями: один с надписью «живая вода», 
другой – с надписью «мёртвая». Опустите в 
банку клубень картофеля (или сырое яйцо). Он 
тонет. Долейте в банку «живую» воду – 

клубень всплывёт, добавьте «мёртвую» – он опять утонет. Подливая то одну, то 
другую жидкость, можно получить раствор, в котором клубень не будет 
всплывать на поверхность, но и ко дну не пойдёт. 
Секрет опыта в том, что в первом стаканчике – насыщенный раствор 
поваренной соли, во втором – обычная вода. (Совет: перед демонстрацией 
картофель лучше очистить, а в банку налить слабый раствор соли, чтобы даже 
незначительное увеличение её концентрации вызывало эффект). 

КАРТЕЗИАНСКИЙ ВОДОЛАЗ ИЗ ПИПЕТКИ 
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Наполните пипетку водой так, чтобы она плавала 
вертикально, практически полностью погрузившись в воду. 
Опустите пипетку – водолаза в прозрачную пластиковую 
бутылку, доверху наполненную водой. Герметично закройте 
бутылку крышкой. При нажиме на стенки сосуда, водолаз 
начнёт заполняться водой. Изменяя давление, добейтесь, 
чтобы водолаз выполнял ваши команды: «Вниз!», «Вверх!». 

 
 
 
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Изучив закон Архимеда, рассмотрев условия и особенности плавания тел, 

определив экспериментально степень влияния вдоха и выдоха на тело и 
рассчитав наименьшую мощность, которую развивает пловец в спокойной воде, 
мы пришли к выводу, что если использовать рекомендации по правильному 
поведению в воде, то можно не утонуть, а хорошо научиться плавать.  

Самым главным фактором, который не дает человеку утонуть, является 
воздух в лёгких. Поэтому, чтобы держаться на воде, нужно просто не 
переставать дышать. Звучит достаточно просто, но на деле плавать умеет 
именно тот, кто может легко наладить подачу воздуха в лёгкие. Короче говоря, 
чтобы плавать, следует знать всего две вещи: нужно дышать и нужно двигаться. 
А остальные несчетные физиологические процессы и химические реакции в 
организме нам ни к чему. Не умеющие плавать люди на самом деле плавать 
умеют, только об этом не знают. И помните – возможность плавать есть у всех. 
Нет людей, которые бы не могли научиться плавать. Всё, что может мешать вам 
держаться на воде – это банальный страх, который можно и нужно преодолеть. 

Изучив теоретический материал по данной теме, мы создали памятку 
«Стили плавания и меры предосторожности при занятиях плаванием», которую 
можно использовать на ОБЖ и факультативных занятиях в младших и средних 
классах. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Изучив закон Архимеда, рассмотрев условия и особенности плавания тел, опре-

делив экспериментально степень влияния вдоха и выдоха на тело и рассчитав наи-
меньшую мощность, которую развивает пловец в спокойной воде, мы пришли к вы-
воду, что если использовать рекомендации по правильному поведению в воде, то 
можно не утонуть, а хорошо научиться плавать. 

Самым главным фактором, который не дает человеку утонуть, является воздух 
в лёгких. Поэтому, чтобы держаться на воде, нужно просто не переставать дышать. 
Звучит достаточно просто, но на деле плавать умеет именно тот, кто может легко 
наладить подачу воздуха в лёгкие. Короче говоря, чтобы плавать, следует знать все-
го две вещи: нужно дышать и нужно двигаться. А остальные несчетные физиоло-
гические процессы и химические реакции в организме нам ни к чему. Не умеющие 
плавать люди на самом деле плавать умеют, только об этом не знают. И помните – 
возможность плавать есть у всех. Нет людей, которые бы не могли научиться пла-
вать. Всё, что может мешать вам держаться на воде – это банальный страх, который 
можно и нужно преодолеть.

Изучив теоретический материал по данной теме, мы создали памятку «Стили 
плавания и меры предосторожности при занятиях плаванием», которую можно ис-
пользовать на ОБЖ и факультативных занятиях в младших и средних классах.
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Summary. The issue of recreational and applied swimming, lifestyle hygiene was also of interest 
to our grandfathers and great-grandfathers. In the work tips are given on how to fall into the water, 
constantly rest on it with your palms, raise your head for breathing, and «how much you can hold on 
the surface of the water, stretching out to comfortably hold on to it.» It should be noted that these tips 
are very qualified for our days.
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