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Фото 1 Электрогазонокосилка

Ножи – это рабочая часть инструмента, обеспечивающая скашивание травы. Что-
бы изготовить их своими руками, нужны сплошные полосы твердой, качественной 
инструментальной стали длиной до 50 см, шириной от 2 до 5 см, толщиной 2–3 мм. 
Тонкие рабочие насадки лучше косят, толстые являются более прочными.

Мы изготовили нож из торсиона подвески автомобиля «Запорожец».
Самодельные ножи для газонокосилки можно выполнить в разных конструктив-

ных вариантах:
– в виде одной сбалансированной относительно центра полосы длиной 30÷50 см 

с заточенными с нужной стороны ребрами и просверленным крепежным отверстием;
– в форме диска;
– это может быть сборная конструкция, состоящая из двух лезвий длиной 5–8 см, 

которые закрепляются на стальной полоске одним либо двумя болтами.
Колеса взяты от детских колясок.
Корпус газонокосилки, предназначенный для фиксации на нем всех конструктив-

ных элементов механизма, сделан из жести толщиной в 1–1,5 мм. Ручки, которые 
позволяют управлять устройством во время уборки травы, изготовлены из трубок 
старого оконного карниза, изоляционная трубка – из гофрированного поливочного 
шланга. 

Из кусков жести изготовлен кожух вокруг ножей. Для работы газонокосилки нам 
также понадобились конденсаторы для работы электродвигателя, автоматический 
выключатель, шнур питания с вилкой.

Питающий шнур с вилкой подобрали от старых бытовых приборов, учитывая при 
этом мощность устанавливаемого электродвигателя.

Газонокосилка работает по принципу: при подаче напряжения на электродвига-
тель, его ротор начинает вращаться. Вследствие этого закрепленный на валу нож 
развивает высокую скорость, срезая при этом травяные стебли. Скашивание травы 
обеспечивается за счет оборотов электродвигателя (от 1500 до 3000 оборотов в ми-
нуту). Чем выше скорость вращения ротора электрического двигателя, тем быстрее 
вращаются лезвия, обеспечивая более ровное и качественное скашивание травяно-
го покрова.

Результаты и выводы
Газонокосилка работает за счет использования электрической энергии, потре-

бление которой довольно не высокое. За 30 минут работы можно скосить траву на 
площади примерно в 100 м2 и потребить 0,24 кВт электроэнергии. В денежном экви-
валенте это составит примерно 0,48 белорусских рублей. Использование заводской 
газонокосилки будет стоить гораздо дороже, так как стоимость ее в десятки или даже 
сотни раз дороже по сравнению с самодельной газонокосилкой, которая изготовлена 
полностью из вторичных материалов.
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Газонокосилка обеспечивает повторное использование ненужных вещей, что 
устраняет дополнительное расходование энергии на их переработку, а еще это очень 
важный шаг в движении за чистоту окружающей среды.

Работать с ней достаточно легко, так как в отличие от заводской газонокосилки ее 
не нужно держать на весу. Она позволяет пожилым людям и людям с ограниченными 
физическими возможностями самостоятельно ухаживать за газонами, косить траву 
в саду и на даче. 

Ее легко отремонтировать в случае необходимости. 
Газонокосилка нашла практическое применение. При положительной динамике 

планируется более широкое применение газонокосилки в частном секторе города.

Заключение
Применение самодельной электрической газонокосилки – пусть не большой, но 

реальный вклад в снижение потребления дорогостоящих энергоносителей, предот-
вращение губительного воздействия бросового материала на окружающую среду 
и здоровье человека.

Выступление перед учащимися, родителями, общественностью, распростране-
ние листовок и буклетов в учреждениях города, размещение публикаций в школьной 
прессе способствовало повышению интереса населения к проблеме энерго-и ресур-
сосбережения.

СПИСОК ИСПОЛЬЗОВАННЫХ ИСТОЧНИКОВ
1. Харсвик, Р. Б. ШПИРЭ. Россия, «Норвежский исследовательский совет», 1996 год.
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– http://www.portal-energo.ru; http://www.technopark.by;
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EXPLORING THE POSSIBILITIES OF CREATING  
AN ELECTRIC LAWN MOWER 

Summary. The research is aimed at solving the problems of energy and resource conservation. 
In the process of its implementation a lawn mower was made. It uses electrical energy as a power 
source instead of gasoline. The lawn mower ensures the reuse of unnecessary things, which elimi-
nates the additional energy consumption for their processing, reduces environmental pollution. The 
device may be of interest to the owners of private houses, dachas and also for schools.
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БЫТОВОЙ ТЕРМОС – РЕАЛЬНАЯ ВОЗМОЖНОСТЬ  
ЭКОНОМИИ ЭНЕРГОРЕСУРСОВ

Цель работы – научить разумному, бережному использованию энергии в быту, 
снижению ее неоправданных потерь. Авторы работы рассчитали стоимость потре-
бленного газа и электроэнергии при многоразовом нагревании воды и при нагревании 
воды для термоса. Авторы показали в своих расчетах на сколько можно сэкономить 
используя, для сохранения горячей воды, обычный термос.

ВВЕДЕНИЕ
Энергосбережение стало одной из приоритетных задач человечества из-за дефи-

цита основных энергоресурсов, возрастающей стоимости их добычи, а также в связи 
с глобальными экологическими проблемами.

Если каждый человек будет бережно относиться к расходованию природных ре-
сурсов, экономить электроэнергию, воду, сокращать употребление одноразовых упа-
ковочных материалов, то тем самым будет способствовать предотвращению всемир-
ной экологической катастрофы.

Мы решили на примере использования знакомого всем бытового термоса пока-
зать, как можно экономить электричество или газ, которые используются в каждой 
квартире для получения горячей воды.

Тема проекта «Бытовой термос – реальная возможность экономии энергоресур-
сов». 

Тема актуальна, т. к. формирование культуры энергосбережения – это, прежде 
всего, обучение практическим действиям, в частности рациональному потреблению 
электроэнергии, природного газа.

Цель проекта. Научить разумному, бережному использованию энергии в быту, 
снижению ее неоправданных потерь.

ИССЛЕДОВАНИЕ
Термос – теплоизоляционный сосуд для продолжительного сохранения жидко-

стей с более высокой или низкой температуры, по сравнению с температурой окру-
жающей среды. Основной элемент термоса – колба (сосуд Дьюара) из стекла или 
нержавеющей стали с двойными стенками, между которыми выкачан воздух (соз-
дан вакуум) для уменьшения теплопроводности и конвекции между колбой термоса 
и внешней средой. Для уменьшения теплового излучения внутренние поверхности 
стеклянной колбы покрывают слоем из отражающего, зеркального материала. На-
ружный корпус термосов со стеклянной колбой изготавливается из пластмассы или 
металла, колба из металла одновременно является корпусом термоса. 

Для проведения эксперимента мы использовали термос объемом 1,5 л, зареко-
мендовавший себя с хорошей стороны.

Мы решили сравнить время остывания кипятка в термосе и в обычной кастрюле 
до температуры 70 0С. 

Мы поставили перед собой задачу рассчитать энергетическую и экономическую 
выгоду использования термоса.

Количество теплоты, необходимое для того, чтобы подогреть 1,5 л воды в элек-
трочайнике равно:

Q = cm (t2 – t1), 

m = ρV,

Q = 4200 Дж/(кг 0С) ×1000 кг/м3 × 0,0015 м3 × (100 0С – 17 0С) = 522 900 Дж,

Без учета КПД чайника это составляет 0,14526 кВт/ч. Ф
ІЗ

ІК
А

 І
 М

А
Т

Э
М

А
Т

Ы
К

А
 │

 P
H

Y
S

IC
S

 A
N

D
 M

AT
H

E
M

AT
IC

S
 │

 Ф
И

ЗИ
К

А
 И

 М
А

Т
Е

М
А

Т
И

К
А



99

По действующим тарифам в РБ (1 кВт/ч – 0,1746 бел. руб.) стоимость потреблен-
ной электроэнергии составила

0,14526 кВт/ч × 0,1746 бел. руб. = 0,0254 бел. руб.

При использовании горячей воды для приготовления чая, кофе три раза в день 
стоимость потребленной электроэнергии составит

0,0254 бел. руб. × 3 = 0,076 бел. руб.

Расходы за месяц составят
0,076 бел. руб. × 30 дней = 2,28 бел. руб.

За год
2,28 бел. руб. × 12 месяцев = 27,4 бел. руб.

При использовании термоса кипячение воды осуществляется 1 раз. Значит за 
день стоимость потребленной электроэнергии составит 0,0254 бел. руб.

За месяц – 0,762 бел. руб.
За год – 9,144 бел. руб.

Экономия составит 27,4 бел. руб. – 9,144 бел. руб. = 18,256 бел. руб.

Все эти расчеты произведены для одной семьи. В нашем классе 24 учащихся. 
Если каждая семья начнет использовать термос, то общая экономия за год составит 

18,256 бел. руб. × 24 учащихся = 438,15 бел. руб.

В быту многие семьи пользуются газовыми плитами. Поэтому мы решили произ-
вести аналогичные расчеты для потребителей газа.

Зная количество теплоты, необходимое для подогрева воды рассчитаем объем 
сгораемого газа тоже без учета КПД газовой горелки.

Q = mq = ρVq,

V = Q/(ρq),

V = 522900 Дж/(44×106 Дж/кг ×0,09 кг/м3) = 0,133 м3.

По действующим тарифам в РБ для населения (1 м3 газа – 0,4319 бел. руб.) стои-
мость потребленного газа на подогрев 1,5 л воды до кипения составила 

0,133 м3 × 0,4319 бел. руб. = 0,057 бел. руб.

При использовании горячей воды для приготовления чая, кофе три раза в день 
стоимость потребленного газа составит

0,057 бел. руб. × 3 = 0,172 бел. руб.

Расходы за месяц составят
0,172 бел. руб. × 30 дней = 5,17 бел. руб.

За год
5,17 бел. руб. × 12 месяцев = 62,04 бел. руб.

При использовании термоса кипячение воды осуществляется 1 раз. Значит за 
день стоимость потребленного газа составит 0,057 бел. руб.

За месяц – 1,71 бел. руб.
За год – 20,52 бел. руб.

Экономия составит 62,04 бел. руб. – 20,52 бел. руб. = 41,52 бел. руб.
Соответственно, экономия для класса составит 996,48 бел. руб.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Вопросы энергосбережения пока не находят должного понимания среди нашего 

населения. Экономия начинается с малого. Надо просто научиться разумно исполь-
зовать возможности, которые дают нам современные технологии и, казалось бы, са-
мые привычные предметы и приборы.
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HOUSEHOLD THERMOS IS A REAL  
OPPORTUNITY TO SAVE ENERGY

Summary. The purpose of the work is to teach the rational, careful use of energy in everyday life, the 
reduction of its unjustified losses. The authors of the work calculated the cost of gas and electricity 
consumed during repeated heating of water and when heating water is used for a thermos. The au-
thors showed in their calculations how much you can save money when you use a regular thermos.
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ПУТИ ЭКОНОМИИ ЭЛЕКТРОЭНЕРГИИ В БЫТУ  
С ПОМОЩЬЮ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ ЭНЕРГОСБЕРЕГАЮЩИХ 
ИСТОЧНИКОВ СВЕТА

Аннотация. В работе проведён сравнительный анализ эффективности работы различных 
типов ламп с точки зрения их срока службы, мощности, энергопотребления. Установлено, 
что использование энергосберегающих ламп позволяет снизить расходы электроэнергии 
на 80 % при таком же световом потоке что и лампы накаливания. Проведена начальная 
экспертиза соответствия световых параметров ламп заявленным производителями па-
спортным данным. 

Перед человечеством со всей очевидностью встаёт проблема энергосбережения 
с целью рационального расходования ограниченных природных ресурсов и сохра-
нения экологической ситуации. Значительная часть ежегодно расходуемых природ-
ных ресурсов приходится в мире на производство электроэнергии. Если экономить 
в домах электроэнергию, то будет не только меньше перерабатываться топлива, но 
и чище станет окружающая среда. С помощью энергосберегающего режима жизни 
дома можно не только способствовать улучшению экологической ситуации, но и сэ-
кономить определенную сумму денег в бюджете семьи.

Цель: изучение возможности экономии электроэнергии в быту с помощью исполь-
зования энергосберегающих источников света.

Задачи:
сравнить расход электроэнергии в семье с использованием ламп накаливания 

и светодиодных ламп;
провести начальную экспертизу соответствия реальных ламп с паспортными па-

раметрами.

Сравнение экономичности использования светодиодных ламп  
и ламп накаливания

Для эксперимента взяли два вида ламп: светодиодную лампу (мощностью 5 Вт) 
и лампу накаливания (мощностью 50 Вт). В течении 5 дней замеряли время их рабо-
ты, рассчитывали их энергопотребление и стоимость потреблённой энергии из рас-
чёта 8 рублей за кВт/ч по существующему тарифу ЖКХ. Результаты исследования 
представлены в таблице.

Таблица 1. Сравнение экономичности использования  
светодиодных ламп и ламп накаливания

1 день 2 день 3 день 4 день 5 день
Светодиоды (большая комната) 5,5 ч. 5,3 ч. 4,75 ч. 5 ч. 4,5 ч. 
Потребляемая энергия 0,0275 0,0265 0,0237 0,025 0,0225
Стоимость 0,22 0,21 0,19 0,2 0,18
Итого: 1 руб
Лампы накаливания (маленькая комната) 1,5 ч. 0,5 ч. 2,5 ч. 1 ч. 2 ч.
Потребляемая энергия 0,075 0,025 0,125 0,05 0,1
Стоимость 0,6 0,2 1 0,4 0,8
Итого: 3 руб.

Вывод: светодиодная лампа работала 24 часа, лампа накаливания 7 часов 30 
минут. Стоимость потраченной энергии первых ламп оказалась в 3 раза меньше. Эко-
номия энергии составляет 80 %.

По паспортным данным сравнили срок службы в часах и мощность светодиод-
ной лампы, энергосберегающей лампы и лампы накаливания. На основе полученных 
данных построили диаграммы.
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Из диаграмм видно, что у светодиодной лампы самый большой срок службы и са-
мая маленькая потребляемая мощность. 

Проведение начальной экспертизы соответствия световых параметров  
ламп заявленным производителями паспортным данным

Для исследования взяли 6 светодиодных ламп, 1 энегосберегающую и 3 лам-
пы накаливания. Эти лампы помещали в установку для контроля яркости свечения 
ламп. Установка для контроля яркости свечения ламп состоит из настольной лам-
пы, фотодиода ФД-7к и цифрового вольтметра ВР-11А. Для одинаковости площади 
светового потока, попадающего на фотодиод, перед ним установлен экранирующая 
трубка диаметром 30 мм и длинной 110 мм. 

В качестве определения меры интенсивности излучения (яркости) в предвари-
тельной экспертизе была выбрана величина напряжения фотодиода. С целью опре-
деления влияния угла рассеяния света в зависимости от формы лампы регистрация 
интенсивности проводилась при трех расстояниях между источником света и фотоди-
одом: 100, 150 и 200 мм (таблица 2). 

Таблица 2. Интенсивность излучения ламп

№ Вт
Напряжение, В

Паспортные характеристики
5 см 10 см 15 см

1 5 0,180 0,166 0,152 LED C-27; E-14; 3000K; AC 170-265V; 50Hz
2 5 0,215 0,201 0,189 КОСМОС ЭКОНОМИК ( LED C-37; E-14; 3000K; AC 230V; 

50/60Hz)
3 5 0,205 0,191 0,179 Xi (LED C-35; E-14; 3000K; AC 230V; 50/60Hz)
4 5 0,206 0,190 0,181 SMARTBUY (SBL C-37; E-14; 4000K; AC 160-220V; 50Hz)
5 5 0,141 0,133 0,129 ULTRA (LED C-37; E-14; 3000K; AC 170-205V; 50/60Hz)
6 7 0,212 0,201 0,190 ULTRA (LED C-37; E-14; 3000K; AC 170-205V; 50/60Hz)
7 14 O,176 0,187 0,194 DULUXSTAR (C-37; AC 220-240V; 50/60Hz
8 25 0,173 0,162 0,157 Лампа накаливания, прозрачная
9 40 0,198 0,185 0,173 Лампа накаливания, матовая
10 40 0,205 0,191 0,179 Лампа накаливания, прозрачная

Рис. 1. Образцы ламп для исследования Рис. 2. Установка для контроля яркости 
свечения ламп
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Характеристики тестируемых ламп сравнивали с характеристиками традицион-
ных ламп накаливания (№ 8 – № 10), для которых увеличение потребляемой мощ-
ности с 25 Вт до 40 Вт, т. е. в 1,6 раза приводит к увеличению яркости только в 1,2 
раза. Это связано с нелинейной зависимостью между температурой нагрева нити 
и  интенсивность испусканием света. На упаковке светодиодных ламп указывается 
их световой поток и мощность аналогичных по яркости ламп накаливания. Реальная 
потребляемая мощность светодиодных ламп в среднем в 6–8 раз меньше. Однако, 
заявленная мощность может не соответствовать фактической, и лампа будет све-
тить слабее, чем ожидается. Из таблицы 2 видно, что только у четырех светодиодных 
ламп мощностью 5 Вт (номера 2, 3, 4 и 6) интенсивность совпадает с лампой накали-
вания в 40 Вт № 8. У остальных ламп она меньше. Это свидетельствует, что не всем 
фирмам-производителям можно доверять в качестве изготовления.

Таким образом, несмотря на более высокую цену экономически выгоднее исполь-
зовать светодиодные лампы, т. к. стоимость потреблённой энергии гораздо ниже, чем 
стоимость потреблённой энергии ламп накаливания.

У светодиодных ламп самый большой срок службы и самая маленькая потребля-
емая мощность.

В исследовании предложен простой способ проведения предварительной экспер-
тизы соответствия реальных ламп с паспортными параметрами. Обнаружено, что не 
все производители качественно изготавливают светодиодные лампы.

СПИСОК ИСПОЛЬЗОВАННЫХ ИСТОЧНИКОВ
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WAYS OF SAVING THE ELECTRIC POWER IN EVERYDAY LIFE  
WITH THE USE OF THE ENERGY SAVING LIGHT SOURCES

Summary. The work carried out a comparative analysis of the effectiveness of different types of 
lamps in terms of their service life, power, energy consumption. It was discovered that the use of 
energy-saving lamps allows to reduce energy consumption by 80 % with the same luminous flux as 
incandescent lamps. Initial examination of compliance of light parameters of the lamps with passport 
data declared by manufacturers was carried out.
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ШУМ И ОРГАНИЗМ ЧЕЛОВЕКА

Аннотация. Работа исследовательского характера посвящена влиянию шума на орга-
низм человека. В данной работе практически подтверждено, что колебания частотности 
и громкости меняются в зависимости от музыкальных предпочтений испытуемых. Это 
значит, что потребление музыки и другой звуковой информации через наушники является 
серьезным фактором риска для здоровья человека.

В последнее время возросло влияние физических факторов на здоровье чело-
века. Одним из факторов, ухудшающих жизнь, является шум. Шум уникален как за-
грязнитель. Он понижает качество жизни, нанося значительный вред здоровью. Вы-
явление негативного влияния шума на организм и определило направление моего 
исследования. 

Мною были изучены физические характеристики звуковой волны, проведена ди-
агностика физического и эмоционального состояния человека после прослушивания 
различных стилей музыки.

Целью исследования стало выявление негативного влияния звуковых волн на 
организм человека.

Объект исследования – шумовой режим.
Предмет исследования – зависимость здоровья человека от акустических за-

грязнений окружающей среды.
В ходе работы решались следующие задачи: 
•	 изучить литературу по данной теме; 
•	 определить влияние шума на организм человека;
•	 изучить влияние различных современных мелодий на подростков;
•	 провести опрос, который позволит выяснить, каким стилям музыки отдают пред-

почтение учащиеся средней школы № 27 г. Могилева.
Методы исследования: 
•	 описание;
•	 наблюдение;
•	 сравнение;
•	 анализ полученных данных.
Шум в современном городе преследует человека повсюду: на заводе, в учрежде-

нии, в транспорте, на улице, в квартире. Раздражающее действие шума зависит не 
только от его силы, физических свойств, но и от отношения к нему. Например, если 
включен собственный магнитофон, музыка не беспокоит, если же за стеной у соседа, 
реакция может быть довольно бурной. По-разному реагируют на шум люди разного 
возраста и состояния здоровья. Многое зависит от настроения, от того, чем занят 
человек в данный момент.

При проведении замеров я использовал приложение смартфона «Шумомер». Он 
содержит микрофон, который преобразует звуковые колебания в электрические. Эти 
колебания затем усиливаются, и средняя мощность их измеряется при помощи ми-
кроамперметра со шкалой, градуированной в децибелах громкости.

Мною было проведено анкетирование учащихся нашей школы. После обработ-
ки анкеты я пришел к выводу, что неумеренное потребление музыки и другой зву-
ковой информации через наушники является серьезным фактором риска для еще 
неокрепшего слуха. Постоянно слушая музыку через наушники, человек начинает 
незаметно для себя глохнуть и, постепенно увеличивая громкость, доводит ее до 
опасной отметки.

Во время проведения замеров громкости и частотности с помощью шумомера 
использовались разные стили музыки. По результатам исследования можно заме-
тить, что колебания частотности и громкости везде разные, значит и воздействие на 
человека различно.

Таким образом, я подтвердил гипотезу: шум влияет на организм человека. Ф
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Данный материал может быть использован на уроках физики при изучении 
темы «Механические колебания», а также при проведении классных часов в рам-
ках темы ЗОЖ.
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NOISE AND A HUMAN BODY

Summary. The research work is focused on the effects of noise on the human body. This work is 
practically confirmed that the fluctuations of frequency and volume vary according to the musical 
preferences of the test subjects. It means that consumption of music and other audio information in 
headphones is a serious health risk factor.
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ОТ ЗАГАДКИ КОЛУМБА ДО МАЛЕНЬКОГО «ТОРНАДО»

Аннотация. Работа состоит из двух частей: «Каменные волчки» и «Ураганные шары». 
В каждой части описываются и анализируются видеоматериалы вращательного движения 
волчков и спаянных шаров от различных параметров. Вычислены периоды вращения вокруг 
оси симметрии для волчков и периоды вращения вокруг центра тяжести и оси симметрии 
для ураганных шаров, построены графики этих зависимостей.

Введение
Существует легенда о загадке Колумба. Во время обеда у кардинала Мендосы 

после восклицания одного из гостей: «Что может быть проще, чем открыть эту зем-
лю?», Колумб предложил гостям задачу: поставить сваренное вкрутую яйцо вер-
тикально. После многих проб присутствующих, у которых ничего не получалось, 
знаменитый мореплаватель разбил его с одного конца и таким образом установил 
яйцо вертикально [1]. Однако Колумб нарушил целостность скорлупы, хотя можно 
было поставить яйцо вертикально, закрутив его вокруг большей оси. Таким об-
разом, вращающееся яйцо можно рассматривать как волчок – прообраз детской 
игрушки юлы. 

Для изучения основных физических процессов вращающегося тела мы взяли две 
игрушки – волчок и ураганные шары.

Каждый из нас в детстве хоть однажды запускал юлу или, как называли ее рань-
ше, волчок. Эта игрушка насчитывает многовековую историю. За это время было со-
здано более ста вариантов юлы. Аборигены Австралии изготавливали волчки в фор-
ме рыбы из дерева. Древние славяне – конусообразные деревянные волчки, которые 
раскручивались с помощью веревки. В древней Греции волчки были не только игруш-
ками, но и видом спорта. В Африке и Латинской Америке волчки использовали в каче-
стве веретена для пряжи и для разжигания костра [2]. На Руси зимой устраивали со-
стязания: на ладони раскручивали волчок и во вращающемся положении бросали на 
лед. Подгоняли кнутом по снегу. Побеждал тот, чей волчок дольше прокрутится, кто 
дальше прогонит свой волчок [3]. В свое время волчком заинтересовались и ученые. 
Вильям Томсон (будущий лорд Кельвин) и профессор Блекбёрн. Однажды, готовясь 
к экзамену по математике, они проводили каникулы на морском берегу, разыскивая 
округлые камни и заставляя их вращаться [2]. Движение волчка изучали самые име-
нитые физики XX века, включая Н. Бора и В. Паули [4]. 

Игрушка «Hurricane Balls» (ураганные шары) впервые была выпущена в США 
компанией Grand Illusions (http://www.grand-illusions.com), специализирующейся на 
производстве научных игрушек, в 2015 году. Данная игрушка представляла собой два 
стальных шарика, соединенных вместе коротким металлическим стержнем. При рас-
кручивании шариков на гладкой, немного вогнутой, поверхности они начинали очень 
быстро и долго вращаться.

Теоретическое решение задачи о вращении твердого тела осуществлено лишь 
для трех частных случаев. Полного решения данной задачи в общем виде нет до 
сих пор. Ранние решения трех частных случаев были выполнены в разное время 
крупнейшими учеными: членом Российской Академии наук Леонардом Эйлером, 
французским ученым Жозефом Луи Лагранжем и первой русской женщиной-ученым 
Софьей Ковалевской.

За двухсотлетний период (с 1758 г. до 1959 г.) было построено лишь 12 частных 
решений. Открытие каждого из них, при отсутствии общего метода, зависело от зна-
ний и умений исследователя и часто носило случайный характер [5].

Цели исследования: 
− изучение динамики устойчивого вращения тел эллипсоидной формы и спаян-

ных шаров;
Задачи:
− получить и проанализировать устойчивое вращение всех твердых тел; Ф
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− провести анализ фото- и видеоматериалов и сопоставить полученные резуль-
таты с теоретическими выкладками.

Объект исследования: вращательное движение твердых тел.
Предмет исследования: характеристики вращательного движения тел эллипсо-

идной формы и спаянных шаров и зависимость их от различных параметров (период 
вращения, время, за которое шары принимали вертикальное положение, угол накло-
на к горизонтали, угловая скорость) 

Методы исследования: изучение и анализ литературы, наблюдение, экспери-
ментальный, сравнения и моделирования, обработка и представление полученных 
данных.

Гипотезы:
для волчков:
– предполагается, что период вращения вокруг оси симметрии зависит от массы 

тела и силы трения;
для ураганных шаров:
– предполагается, что угол поднятия шаров зависит от угловой скорости, радиуса 

и массы шаров.

Основная часть
ВОЛЧКИ

Волчок – это вращающееся твердое тело, имеющее одну незакрепленную точку 
соприкосновения с плоскостью, ось вращения которого может изменять свое направ-
ление в пространстве [7].

Разрешив загадку Колумба, мы стали наблюдать и изучать вращательное движе-
ние камней эллипсоидной формы, которые мы нашли на полях КСУП «Макаровцы», 
помогая хозяйству убирать картофель (таблица 1).

Таблица 1 – Исследуемые объекты

№ Объекты а, м b, м m, кг № Объекты а, м b, м m, кг

1

0,024 0,020 0,048

4

0,037 0,027 0.114

2

0,027 0,021 0,064

5

0,039 0,021 0,092

3

0,034 0,024 0,086

6

0,044 0,031 0,056

Сделав отметки на камнях, мы измеряли с помощью программы «1С: Измери-
тель» период вращения, общее время вращения и время, за которое камни принима-
ли вертикальное положение.

Не смотря на существенную разницу в массе, период вращения тел находился 
в пределах от Т = 0,93 с (№ 3) до Т = 0,65 с (№ 2). На наш взгляд, большее значение 
имеет как площадь соприкосновения с поверхностью, так и правильность формы ис-
следуемого объекта.

Движение волчков имеет очень сложный характер. Через несколько долей се-
кунд после раскручивания вокруг оси симметрии, волчки начинали переворачиваться 
с боку на бок, менять направление вращения на противоположное. Мы считаем, что 
изменение направления движения в противоположную сторону происходило вслед-
ствие того, что волчок на своем пути встречал либо соринку, либо царапину на по-
верхности. Изменение направления вращения на период существенно не влияло. 
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Все волчки прецессировали. Прецессия – явление, при котором момент импульса 
тела меняет своё направление в пространстве под действием момента внешней 
силы [6]. Четвертый вид движения – движение по спиралевидной траектории по по-
верхности по поверхности (рисунок 1).

Рисунок 1 – Траектория движения каменных волчков

Для наблюдения зависимости влияния силы трения на период вращения я запу-
скал волчок № 2 на парте и на полированном столе в школьной столовой.

Мы определили период вращения и зависимость угла подъема от времени для 
всех шести тел, но определенный объем работы не позволяет поместить все ре-
зультаты опытов. В данной работе приводятся данные об объектах № 2 и № 5 (Таб- 
лицы 2–6).

Таблица 2 – Зависимость угла наклона к горизонтали от времени вращения, объект № 5

№ t, с α, 0 № t, с α, 0

1 0,32 3,482 12 9,88 75,008

2 1,52 14,873 13 10,24 86,258

3 5,12 52,805 14 10,88 76,040

4 5,56 61,319 15 11,20 82,613

5 6,08 70,686 16 12,48 80,640

6 6,40 55,627 17 12,80 85,041

7 7,04 61,134 18 13,40 80,641

9 8,64 72,897 19 14,08 88,021

10 9,28 75,746 20 15,48 87,098

11 9,88 75,719 21 17,60 86,902

Таблица 3 – Определение периода вращения, объект № 5

t, с N
Т, с

t, с N
Т, с

t, с N
Т, с

4,40 5 0,88 8,64 12 0,72 6,4 9 0,71

Таблица 4 – Определение периода вращения на парте и полированном столе, объект № 2

t, с
парта N

Т, с
t, с N

Т, с t, с
стол N

Т, с
t, с N

Т, с

9,24 10 0,92
Стоит

1,96 3 0,65 1,96 12 0,16
Стоит 

0,86 9 0,1
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Таблица 5 – Зависимость угла наклона к горизонтали от времени вращения,  
парта, объект № 2

№ t, с
парта α, 0 № t, с α, 0

1 0,96 15,586 8 10,24 69,353

2 1,36 25,618 9 10,60 75,867

3 3,84 48,257 10 11,84 76,689

4 5,44 44,526 11 12,24 81,055

5 6,76 61,439 12 13,44 83,290

6 7,68 65,454 13 14,00 84,650

7 8,64 74,949 14 15,04 84,376

Таблица 6 – Зависимость угла наклона к горизонтали от времени вращения,  
полированный стол, объект № 2

№ t, с
стол α, 0 № t, с α, 0

1 0,04 74,745 13 1,64 81,254

2 0,16 75,556 14 1,92 82,756

3 0,20 74,520 15 2,04 84,338

4 0,28 75,395 16 2,36 83,884

5 0,36 75,198 17 2,52 82,396

6 0,52 75,875 18 2,72 81,573

7 0,64 77,685 19 2,96 83,541

8 0,72 78,389 20 3,12 82,476

9 0,76 77,395 21 3,36 82,747

10 1,00 82,674 22 3,52 84,181

11 1,16 82,117 23 3,72 84,357

Выводы:
– общее время вращения зависит от массы тела и правильности формы;
– наличие сил трения оказывают большое влияние на общее время движения, 

на время, за которое шары принимали вертикальное положение и на период вра-
щения.

УРАГАННЫЕ ШАРЫ
Движение вращающихся шаров настолько быстро, что уловить все нюансы это-

го движения простым глазом невозможно. Шары не вращаются так, чтобы оба они 
соприкасались с плоскостью, они не поднимаются вдоль оси симметрии, как волчки 
в предыдущих опытах. При определенном усилии и используя источник сжатого воз-
духа, можно добиться устойчивого вращения на одном шаре. В ходе экспериментов 
выяснилось следующее: во-первых, существует какое-то критическое значение угло-
вой скорости, при которой происходит отрыв одного шара от поверхности. Во-вторых, 
угол между осью симметрии и горизонталью возрастает с увеличением скорости вра-
щения за счет струи воздуха. В-третьих, этот угол достигает какого-то предельного 
значения, больше которого данный угол уже не увеличивается. В одном из источни-
ков мы нашли формулы и проверили, насколько данные наших экспериментов совпа-
дают с теорией.

1. Регулярная прецессия наступает при совпадении угловых скоростей вращения 
центра масс ɷц и оси симметрии ɷо. Скорость прецессии (ɷ = ɷц = ɷо) становится 
равна этим значениям.
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2. , 

где α – угол между горизонталью с осью симметрии, g – ускорение свободного паде-
ния, ɷ – угловая скорость, R – радиус шара [7].

Для данного исследования мы брали четыре пары спаянных шаров различных 
радиусов и массы (таблица 7).

Таблица 7 – Спаянные шары

№ Спаянные шарики R, м m, кг № Спаянные шарики R, м m, кг
1

0.0070 0,0252

3

0,0095 0,0581

2

0,0085 0,0380

4

0,0060 0.0174

Для того чтобы заставить вращаться шары, необходимо приложить определен-
ную силу и сноровку. Только у трех старшеклассников, включая и меня, получалось 
«завести» шары. Нашей жизненной силы легких не хватало на «поддув» и шары 
останавливали свое движение. Мы решил взять пылесос «Samsung – 1800 Вт». 
Приспособили его работать на «выдув». Использовали две насадки: первая была 
из пробки от пластиковой бутылки и авторучки цилиндрической формы, вторая – из 
соски для телят.

С помощью второй насадки нам удалось наблюдать регулярную прецессию у ша-
ров № 1. Остальные шары поднимались только после удара о «бордюр» тарелки из 
микроволновой печи. Время прецессии для шаров №2 составило t = 5 с, для шаров 
№ 3 – около t = 4 с, для шаров № 4 (неотшлифованных, самой маленькой массы 
и малого радиуса) это время составило t = 8,5 с. 

Мы пробовали поднять шары с помощью компрессора «Союз» (Р = 19 МПа, V = 
50 л). Однако шары просто «сдувало». Использовали компрессор от старого холо-
дильника «Атлант», но поднять шары не получилось. На основании этих данных 
были сделаны следующие выводы: во-первых, возможность поднять шары зависит 
от силы трения (шары № 4 были не ошлифованы), во-вторых, не смотря на отсут-
ствие в формуле (1) массы, данный фактор имеет значение.

Движение вращающихся шаров происходит по следующему сценарию: сначала 
шары вращаются вокруг центра тяжести, поочередно ударяясь о поверхность тарел-
ки, причем движение происходит еще и по поверхности тарелки по петлеобразной 
траектории. Если струя воздуха была направлена правильно и мощность потока 
«устраивала» систему, время вращения вокруг центра тяжести и количество поо-
чередных ударов уменьшалось, угол с горизонталью системы шаров увеличивался. 
В какой-то момент времени могло произойти перенаправление движения на противо-
положное, что существенно на период колебаний не влияет. При совпадении угловых 
скоростей вращения центра масс и оси симметрии один из шаров приподнимался 
над поверхностью и вращение продолжаелось на одном шаре, т. е. наблюдалась пре-
цессия.

В течение t = 26 с происходили поочередные удары шаров о поверхность, причем 
количество ударов сокращалось, как и время одного оборота (таблица 8).

По истечению t = 26,04 с шары приподнялись, причем постоянно сокращалось 
время одного поворота вокруг центра тяжести.

 Время одного поворота вокруг центра тяжести и вокруг оси симметрии практиче-
ски совпадали (погрешность «Измерителя» составляет ∆t = ±0,4 с). В течение t = 19 с 
наблюдалась регулярная прецессия, причем угол подъема шаров изменялся совсем 
немного (таблицы 9–11).
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Таблица 8 – Зависимость количества поочередных ударов от времени вращения

t, с,
время 
вра-

щения 
вокруг 
центра 
тяжести

t1, с,
од-
ного 
обо-
рота

N
уда-
ров

t, с,
время 
вра-

щения 
вокруг 
центра 
тяжести

N
уда-
ров

t1, с,
од-
ного 
обо-
рота

1,80 20 6,68 7 0,44
3,00 1,20 19 7,08 6 0,40
4,04 1,04 16 7,48 5 0,40
4,92 0,88 14 7,76 4 0,28
5,68 0,76 12 8,08 5 0,32
6,24 0,56 9 8,36 4 0,28

Таблица 9 – Зависимость угла подъема от времени вращения

t, с α, 0 t, с α, 0 t, с α, 0

25,96 22,756 29,52 29,852 37,68 42,401
26,32 23,961 30,6 30,678 38,36 48,628
26,56 26,923 31,12 32,096 41,12 52,126
26,76 26,241 31,72 34,338 41,72 52,545
27,04 23,463 32,04 30,955 42,32 52,575
27,2 28,49 32,28 34,406 42,92 53,028

27,84 25,718 33,12 35,642 43,56 52,257
28,08 29,031 33,72 36,047 43,6 54,598
28,24 25,142 34,08 36,773 44,36 54,329
28,36 28,32 35,12 39,038 45,2 54,172
28,6 28,857 35,52 39,083 46,12 54,216

29,28 29,99

Таблица 10 – Зависимость времени движения вокруг центра тяжести  
и оси симметрии от времени одного оборота

t, с,
время 

вращения 
вокруг 
центра 
тяжести

t1, с,
время 
одного 

оборота
вокруг 
центра 
тяжести

t1, с,
время 

вращения 
вокруг 

оси сим-
метрии

t1
1, с,

время 
одного 

оборота 
вокруг 

оси сим-
метрии

26,04 26,04
26,24 0,2 26,24 0,2
26,44 0,2 26,44 0,2
26,64 0,2 26,64 0,2
26,88 0,24 26,88 0,24
27,24 0,2 27,08 0,2

27,32 0,16 27,32 0,24

27,60 0,28 27,58 0,24
27,82 0,22 27,8 0,22
28,04 0,22 28,06 0,26
28,28 0,2 28,28 0,22
28,48 0,2 28,50 0,22
28,80 0,32 28,78 0,22



112

Таблица 11 – Регулярная прецессия

t, с,
время 

вращения 
вокруг 
центра 
тяжести

t1 , с,
время 
одного 

оборота 
вокруг 
центра 
тяжести

t, с,
время 

вращения 
вокруг 

оси сим-
метрии

t1 , с,
время 
одного 

оборота 
вокруг 

оси сим-
метрии

37,36 37,56
38,00 0,64 38,20 0,64
38,72 0,72 38,96 0,76
39,48 0,76 39,68 0,72
40,20 0,72 40,40 0,72
40,82 0,62 40,96 0,56
41,40 0,58 41,56 0,60
41,98 0,58 42,16 0,60
42,6 0,62 42,76 0,60

43,24 0,64 43,44 0,68
43,96 0,72 44,20 0,76
44,76 0,80 45,04 0,84
45,60 0,84 45,92 0,88
46,64 1,04 47,16 1,24
48,28 1,64 48,88 1,72

После t = 37 с время движения вокруг центра тяжести начало замедляться, а по 
истечению t = 50 с и шары просто «зависли». Мы считаем, что это «зависание» было 
проявлением эффекта Магнуса [8]. Провисев несколько секунд неподвижно, шары 
начали медленно вращаться в противоположном направлении.

После проведения всех опытов мы сравнили, полученные у нас значения угла 
подъема шаров, с теоретическими значениями (таблица 12).

Таблица 12 – Сравнение теоретических данных с экспериментальными

шары ‹t›, с N ɷ, рад/с R, м
αmin, 0

теория эксперимент
№1 2,76 13 29,6 0,0070

23,5

22,756
№2 2,08 10 30,2 0,0085 24,416
№3 2,04 10 30,8 0,0095 22,203
№4 1,76 10 35,7 0,0060 22,608

Выводы:
– регулярная прецессия возникает при совпадении угловой скорости вращения 

вокруг центра тяжести и угловой скорости вращения вокруг оси симметрии;
– угол подъема шаров зависит от скорости прецессии;
– систему шаров можно приподнять без струи воздуха, сообщив ей дополнитель-

ный импульс;
– на подъем системы оказывает влияние мощность струи воздуха;
– возможность вращения на одном шаре зависит от степени чистоты поверхности 

шаров, от массы и радиуса шаров.

Заключение
От изучения волчков до создания гироскопов оставался один шаг. Гироскоп отли-

чается от волчка тем, что имеет одну неподвижную точку опоры. В 1817 году Иоанн 
Боненбергер изобрел гироскоп и опубликовал описание прибора. В случае гироскопа 
Боненбергера это был массивный шар в кардановом подвесе [9].

Карданов подвес – универсальная шарнирная опора, позволяющая закреплённо-
му в ней объекту вращаться одновременно в нескольких плоскостях. Главным свой-
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ством этого подвеса является то, что если в него закрепить вращающееся тело, то 
оно будет сохранять направление оси вращения независимо от ориентации самого 
подвеса. Это свойство нашло применение в гироскопах, применяющихся в авиации 
и космонавтике, морской навигации [10].

Гироскопы обладают способностью сохранять в пространстве неизменное на-
правление оси вращения при отсутствии воздействия на него моментов внешних сил 
и эффективно сопротивляться действию внешних моментов сил. Данная способность 
в значительной степени определяется величиной угловой скорости собственного 
вращения гироскопа. Впервые это свойство использовал Фуко в 1852 г. для экспери-
ментальной демонстрации вращения Земли. Именно благодаря этой демонстрации 
гироскоп и получил своё название от греческих слов «вращение», «наблюдаю» [9].

Исследования вращательного движения волчков и ураганных шаров в последнее 
время стали востребованы метеорологами. Предварительный анализ движения как 
волчков, так и ураганных шаров позволяет предположить и дает возможность смоде-
лировать движение торнадо. Дальнейшее направление исследований связано с вы-
яснением границ аналогии, влияния рельефа местности на перемещение смерча или 
торнадо, а также с экспериментальной проверкой выдвинутых гипотез [11].
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FROM THE RIDDLE OF COLUMBUS TO THE SMALL TORNADO

Summary. The work consists of two parts: «Stone Tops» and «Hurricane Balls». In each part, video-
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of these dependencies are constructed.
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ПРИМЕНЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА  
ПРИ РЕШЕНИИ ЗАДАЧ ОПТИМИЗАЦИИ

Аннотация. Разработана система оптимального управления процессом, где вектор пе-
ремещения объекта может изменяться в любой точке приложения, а его направление 
определяется с помощью теории математического анализа. Задачи оптимизации, связан-
ные с получением максимальной прибыли при заданном размере издержек, имеют и будут 
иметь первостепенную актуальность. Решение задачи было подчинено установлению экс-
тремального значения целевой функции при преодолении препятствий в трехмерном про-
странстве.

Введение
Процедура решения задачи оптимизации обязательно включает, помимо выбо-

ра управляющих параметров, еще и установление ограничений на эти параметры 
(размеры объекта, кратчайшее расстояние). Ограничения могут накладываться, как 
по технологическим, так и по экономическим соображениям. Для решения задачи 
оптимизации необходимо составить математическую модель объекта оптимизации 
и выбрать метод оптимизации, который позволит найти экстремальные значения ис-
комых величин [1].

Производная функции  –  понятие дифференциального исчисления, характери-
зующее скорость изменения функции в данной точке. Например, при определении 
скорости движения материальной точки по координатной прямой. При малых Δt, 
средняя скорость практически не меняется, то есть движение с большой степенью 
точности можно считать равномерным. Значение средней скорости при Δt, стремя-
щемся к нулю, стремится к значению, которое называют мгновенной скоростью v(а) 
материальной точки в момент времени а
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Аннотация: Разработана система оптимального управления процессом, где 
вектор перемещения объекта может изменяться в любой точке приложения, а 
его направление определяется с помощью теории математического анализа. 
Задачи оптимизации, связанные с получением максимальной прибыли при 
заданном размере издержек, имеют и будут иметь первостепенную 
актуальность. Решение задачи было подчинено установлению экстремального 
значения целевой функции при преодолении препятствий в трехмерном 
пространстве. 

Введение 
Процедура решения задачи оптимизации обязательно включает, помимо 

выбора управляющих параметров, еще и установление ограничений на эти 
параметры (размеры объекта, кратчайшее расстояние). Ограничения могут 
накладываться, как по технологическим, так и по экономическим 
соображениям. Для решения задачи оптимизации необходимо составить 
математическую модель объекта оптимизации и выбрать метод оптимизации, 
который позволит найти экстремальные значения искомых величин [1]. 

Производная функции – понятие дифференциального исчисления, 
характеризующее скорость изменения функции в данной точке. Например, при 
определении скорости движения материальной точки по координатной прямой. 
При малых Δt, средняя скорость практически не меняется, то есть движение с 
большой степенью точности можно считать равномерным. Значение средней 
скорости при Δt, стремящемся к нулю, стремится к значению, которое 
называют мгновенной скоростью v(а) материальной точки в момент времени а 
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Геометрический смысл производной функции в точке это тангенс угла, 

образованного касательной, проведенной через эту точку к данной кривой, и 
положительным направлением оси ОХ. В работе рассматривается задача 
перемещения материальной точки в трехмерном пространстве, поэтому 
предельные операции над переменными осуществляются с тремя 
приращениями по координатным осям. Следствием взятия производной 
функции является определение новой функции от изучаемых аргументов. 

Предметом исследования является функциональная зависимость 
траектории движения физического тела с преодолением препятствий в 
трехмерном пространстве от технологических и экономических условий 
оптимизации. 

Постановка и алгоритм решения задачи 

Геометрический смысл производной функции в точке это тангенс угла, образован-
ного касательной, проведенной через эту точку к данной кривой, и положительным на-
правлением оси ОХ. В работе рассматривается задача перемещения материальной 
точки в трехмерном пространстве, поэтому предельные операции над переменными 
осуществляются с тремя приращениями по координатным осям. Следствием взятия 
производной функции является определение новой функции от изучаемых аргументов.

Предметом исследования является функциональная зависимость траектории 
движения физического тела с преодолением препятствий в трехмерном простран-
стве от технологических и экономических условий оптимизации.

Постановка и алгоритм решения задачи
Из пункта N к подножью горы, имеющей форму кругового конуса, единственный 

прямой подъезд NA. Объехать гору по равнине не позволяют рельеф местности и во-
дные преграды.

Радиус основания горы (конуса) OD равен R, где R > 5 км.
Координаты точки А: х и у.
Угол ODS равен β градусов, где β < 90°.
Требуется проложить горный автомобильный маршрут из пункта А в пункт F (точ-

ки А и F симметричны относительно оси OY) так, чтобы угол подъема не превосходил 
α градусов (где α < β) в прямом и обратном направлении. Описать уравнение кривой, 
представляющей горный участок дороги, в трехмерном пространстве. Определить 
проекцию горного участка дороги на плоскость XOY и описать ее уравнение в виде 
y = y(x). Ф
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Рисунок 1

Пусть точка Е описывает траекторию горного участка пути, то есть она лежит 
на поверхности конуса, а ее координаты на элементарно малом участке пути равны  
х + ∆х, у + ∆у и ∆z (рисунок 1).

Углом подъема траектории пути в данном случае является угол САЕ, который при 
бесконечно малых приращениях ∆х, ∆у и ∆z будет определять направление касатель-
ной к конусу в точке А. 

Определим предельное положение угла СВЕ, который характеризует угол накло-
на плоскости, проходящей через прямую AF и пересекающей конус по траектории 
горного участка пути, при заданных α и β. Так как в этом случае нас интересует пре-
дельное отношение ∆z к ∆y (рисунок 1), надо переменную х и ее приращение выра-
зить через переменные у и z и их приращения.

Из того, что точка А лежит на окружности радиуса R, следует, что
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Угол CBE наклона плоскости (проходящей через прямую AF) к плоскости 

XOY используем для построения траектории искомого маршрута. 
Обозначим параметр у, который задает ординату точки А через ya, а угол 

CBE через γ, тогда уравнение секущей плоскости будет иметь вид 
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которая представляет собой эллипс. Сейчас по любому х (–xa ≤ x ≤ xa), 
принадлежащему отрезку AF, можно найти координаты у и z траектории пути. 

Заключение 
В работе решена задача создания и реализации системы оптимального 

управления процессом при неустановившихся режимах эксплуатации, где 
направление вектора перемещения определяется с помощью 
дифференциального оператора. С введением понятия производной, решение 
поставленной задачи сводится к решению дифференциального уравнения. Что 
раскрывает неограниченные возможности дифференциального оператора при 
изучении изменений величин в данный момент времени или в данной точке. 

По виду управляющих параметров в рассмотренных задачах оптимизации 
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Заключение 
В работе решена задача создания и реализации системы оптимального 

управления процессом при неустановившихся режимах эксплуатации, где 
направление вектора перемещения определяется с помощью 
дифференциального оператора. С введением понятия производной, решение 
поставленной задачи сводится к решению дифференциального уравнения. Что 
раскрывает неограниченные возможности дифференциального оператора при 
изучении изменений величин в данный момент времени или в данной точке. 

По виду управляющих параметров в рассмотренных задачах оптимизации 

которая представляет собой эллипс. Сейчас по любому х (–xa ≤ x ≤ xa), принадлежа-
щему отрезку AF, можно найти координаты у и z траектории пути.

Заключение
В работе решена задача создания и реализации системы оптимального управ-

ления процессом при неустановившихся режимах эксплуатации, где направление 
вектора перемещения определяется с помощью дифференциального оператора. 
С введением понятия производной, решение поставленной задачи сводится к реше-
нию дифференциального уравнения. Что раскрывает неограниченные возможности 
дифференциального оператора при изучении изменений величин в данный момент 
времени или в данной точке.
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По виду управляющих параметров в рассмотренных задачах оптимизации исполь-
зуются непрерывные значения управляющих воздействий с несколькими критериями 
оптимизации. Составлены математические модели оптимизации, выбраны критерии 
оптимальности. Разработан дифференциальный метод оптимизации, позволяющий 
найти экстремальные значения целевой функции. Результаты исследования могут 
иметь практическое применение при разработке оптимальной траектории движения 
в трехмерном пространстве.
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APPLICATION OF THE DIFFERENTIAL OPERATOR 
WHEN SOLVING OPTIMIZATION PROBLEMS

Summary. A system of optimal process control has been developed, where the object’s movement 
vector can change at any point in the application, and its direction is determined using the theory 
of mathematical analysis. Optimization problems related to obtaining the maximum profit at a given 
amount of costs are and will be of primary relevance. The solution of the problem was subordinat-
ed to the establishment of the extreme value of the target function when overcoming obstacles in 
three-dimensional space.
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НЕ ВОЛШЕБНАЯ БУТЫЛКА  
ИЛИ WATER BOTTLE FLIP CHALLENGE

Аннотация. В 2019 году проведены исследования известного трюка с броском бутылки 
воды – Water Bottle Flip Challenge, или так называемого «флиппинга». «Флиппинг» мож-
но объяснить на основании простых физических закономерностей: установлено, что на 
успешность «флиппинга» влияет количество жидкости в бутылке, агрегатное состояние 
вещества в бутылке, форма бутылки.

Введение. В наше время существует массовое увлечение играми с бутыл-
кой воды, так называемый «флиппинг». В мае 2016 года американский подросток 
Майкл Сенаторе выложил на YouTube видео, на котором он выполняет трюк по 
переворачиванию бутылки с водой (англ. water bottle flipping challenge). Видео на-
брало более четырёх миллионов просмотров, трюк Water Bottle Flip Challenge стал 
очень популярен. Пользователи социальных сетей начали активно повторять фо-
кус с броском бутылки. Люди со всех стран подбрасывали бутылки с водой и сни-
мали все на видео, бросая вызовы друзьям и знакомым с требованием повторить 
эти загадочные манипуляции. Суть «флиппинга» заключается в том, что пластико-
вую бутылку, не полностью заполненную водой, нужно подбросить таким образом, 
чтобы, совершив в воздухе один оборот, она приземлилась на дно и осталась сто-
ять [1]. Данный трюк, с точки зрения заурядного обывателя, считается мастерски 
исполненным фокусом, но за любым фокусом всегда лежит вполне объективное 
физическое толкование, ведь в физическом мире все, что происходит, должно под-
лежать объяснению.

Цель работы: Изучить рассматриваемое явление и определить параметры, ко-
торые приведут к успешному маневру бутылки.

Задачи исследования:
1. Проанализировать и изучить научную, популярную, учебную литературу, про-

вести теоретический анализ рассматриваемого физического явления.
2. Выявить, экспериментально изучить, проанализировать и обработать факто-

ры, влияющие на движение бутылки и ее удачное приземление.
Теоретический анализ явления. Проанализировав имеющуюся информацию по 

данной теме было определено, что вода занимает только часть бутылки, которую при 
броске нужно держать за горлышко. После броска она совершает, по меньшей мере, 
один полный оборот в вертикальной плоскости и приземляется на донышко или гор-
лышко [2]. Если бросок выполнен успешно, бутылка остаётся стоять. Почему подбра-
сывание бутылки с водой стало такой сенсацией в Интернете, объяснить трудно, но 
можно попытаться объяснить физику этого интересного явления. 

Бутылка может быть различной формы, частично наполнена водой. При подбра-
сывании, она начинает вращаться. Вращательное движение бутылки можно описать 
с помощью момента импульса. Момент импульса бутылки зависит от ее угловой ско-
рости (насколько быстро она вращается) и момента инерции (сколько массы враща-
ется и насколько ее масса распределена относительно оси вращения). Когда бутылка 
после броска перемещается в воздухе, жидкость внутри нее перераспределяется, 
в силу того, что жидкость, в отличие от твердого тела характеризуется малым сце-
плением между частицами, что обуславливает ее текучесть. Перераспределение 
жидкости внутри бутылки увеличивает момент инерции бутылки и, следовательно, 
снижает скорость ее вращения, подобно ныряющему человеку, который протягивает 
руки и ноги, чтобы замедлить свое вращение.

В полете бутылка вращается, но, несмотря на то, что для воды есть место в бу-
тылке, жидкость не вращается вместе с бутылкой, а как бы растекается внутри нее. 
В то время как бутылка вращается, центр тяжести смещается, движение бутылки 
замедляется и, уже почти не вращающаяся, бутылка под действием силы тяжести 
приземляется на поверхность почти вертикально. Ф
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Удачное приземление будет зависеть от вращения бутылки. Важно наполнять 
бутылку частично, что и заставит ее приземляться практически вертикально и оста-
ваться в устойчивом положении. На первый взгляд кажется невероятным, что высо-
кая вращающаяся бутылка может удачно приземлиться и не опрокинуться. Анализ 
явления показывает, что угловая скорость бутылки резко уменьшается, обеспечивая 
почти вертикальный спуск и успешную посадку. Уменьшение угловой скорости связа-
но с увеличением момента инерции, вызванным перераспределением водной массы 
в полете бутылки.

Качественный анализ изучаемого явления позволил определить диапазон па-
раметров, в котором возможно успешное приземление бутылки в устойчивое поло-
жение: количество жидкости в бутылке, агрегатное состояние вещества в бутылке, 
форма бутылки. 

Результаты проведенного исследования. Исследование влияние объема жид-
кости в бутылке на успешность ее приземления показало, что наиболее оптимальная 
наполненность бутылки составляет примерно 30 %, только в этом случае мы полу-
чили наибольшее количество успешных приземлений. Если воды слишком много, то 
вращение бутылки будет похоже на вращение любого твердого объекта, потому что 
нет места для движения воды. Важную роль здесь играет положение центра масс 
бутылки относительно ее центра в момент приземления. Чем ниже он расположен, 
тем более устойчива будет бутылка и тем ниже вероятность ее опрокидывания [3].

Исследование влияния формы бутылки с жидкостью на успешность ее призем-
ления показало, что количество успешных приземлений отличается незначительно 
у бутылок различных форм. Можно сделать вывод, что на устойчивое приземление 
бутылки практически не будет влиять ее форма, а малое расхождение в результа-
тах можно объяснить различной площадью опоры у бутылок. Равновесие тела, если 
оно имеет площадь опоры, зависит не только от расстояния между центром тяжести 
и опорой, но также и от расположения и размеров площади опоры этого тела. Чем 
больше площадь, тем устойчивее равновесие тела.

При определении влияния агрегатного состояния вещества в бутылке на успеш-
ность ее приземления использовалась бутылка с обычной водой комнатной темпе-
ратуры, а также бутылка, в которой вода была заморожена, т. е. не перемещалась во 
время полета. В результате, оказалось, что при подбрасывании бутылки с подвижной 
водой и замороженной – бутылки ведут себя по-разному. Бутылка с замороженной 
водой постоянно опрокидывалась, удачное приземление наблюдалось только у бу-
тылки с жидкой водой.

Жидкости отличаются от твердых веществ тем, что их молекулы способны сво-
бодно и независимо перемещаться. Эта способность приводит к динамике жидкости – 
вода двигается внутри бутылки, тем самым перераспределяется масса внутри бутылки 
в начальный момент времени, что вызывает увеличение момента инерции, и, согласно 
закону сохранения момента импульса, уменьшается угловая скорость. При перерас-
пределении массы, бутылка в верхней точке траектории практически прекращает вра-
щаться и опускается на поверхность по, близкой к вертикальной, траектории.

Динамика бутылки с замороженной водой схожа с динамикой твердого тела при 
вращении. Если подбросить твердый предмет, то по закону всемирного тяготения 
под действием силы тяжести тело будет двигаться вниз к поверхности Земли. Так 
как тело твердое, его масса неизменна, а значит, момент инерции и угловая скорость 
изменяться не будут. Момент инерции бутылки с замороженной водой не изменяется, 
поэтому ее угловая скорость не меняется и динамика движения отличается довольно 
значительно.

Заключение. Таким образом, трюк с подбрасыванием бутылки можно объяснить 
с физической точки зрения. Удачное приземление бутылки будет зависеть от ее вра-
щения. Важно наполнять бутылку жидкостью частично, что и заставит ее призем-
ляться практически вертикально и оставаться в устойчивом положении. Оптималь-
ная наполненность бутылки составляет примерно 30 %. На устойчивое приземление 
бутылки практически не влияет ее форма, используя бутылки различных форм, были 
получены примерно одинаковые результаты. При подбрасывании бутылки с подвиж-
ной водой и замороженной – бутылки ведут себя по-разному. Бутылка с заморожен-
ной водой постоянно опрокидывается, удачное приземление наблюдается только 
у бутылки с жидкой водой.
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NOT A MAGIC BOTTLE OR WATER BOTTLE FLIP CHALLENGE

Summary. In 2019 a research into a well-known stunt with throwing a bottle of water was made – Wa-
ter Bottle Flip Challenge, or the so called «flipping». «Flipping» can be explained by a simple physical 
pattern: it was established that successful «flipping» is influenced by three factors: the amount of the 
liquid in the bottle, the physical state of the substance in the bottle and the shape of the bottle.
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«ПУШИСТЫЕ» МНОЖЕСТВА

Аннотация. В данной работе представлено исследование основ теории нечетких мно-
жеств, так называемых «пушистых», краткая историческая справка, а также возможно-
сти использования нечеткой логики в различных сферах деятельности человека.

Введение.
Более 40 лет назад американский ученый Лотфи А. Заде опубликовал статью 

«Fuzzy sets» («Пушистые множества») в журнале «Информация и управление». 
Для математиков того времени такое название было достаточно странным. Слово 
«Fuzzy» в математической литературе не использовалось до 1965 года. Оно пе-
реводится как «нечеткий», «туманный», «размытый», «пушистый» или «расплы-
вчатый».

Человеку свойственно ошибаться или совершать ошибки. Люди мыслят нечетко. 
Представим себе множество всех сов. Вопрос: «Будет ли к этому множеству существ 
причислены люди, которые поздно ложатся спать?» Именно в этом и заключается 
нечеткость. Или, например, к множеству петухов будут ли относиться леденцовые 
петухи? Снова ответ будет нечетким.

Основная часть.
Как бы странно это не звучало, но науки тоже не совершенны, а точнее, нечетки. 

Можно утверждать, что человечество еще не пришло к своей идеальной и точной 
жизни. Можно даже предположить, что пика своего идеального мира оно никогда не 
добьется. Однако не стоит строить догадки – будем жить настоящим.

Обычные множества – это частный случай нечётких множеств, в которых функция 
принадлежности принимает только два значения – нуль и единица. Единица – если 
элемент принадлежит множеству, нуль – если не принадлежит.

Основоположником теории нечёткости является Лотфи Заде. Он рассматривает 
её как механизм для анализа и моделирования «гуманистических систем, то есть си-
стем, в которых участвует человек». Однако элементы мышления человека вовсе не 
числа, а элементы определенных нечётких множеств, для которых переход от «при-
надлежности» к «непринадлежности» является непрерывным.

Задать нечёткое множество – это значит установить для каждого элемента уни-
версального множества степень принадлежности этого элемента нечёткому множе-
ству. Таким образом, любое нечёткое множество можно охарактеризовать функцией, 
ставящей в соответствие каждому элементу универсального множества степень его 
принадлежности нечёткому множеству.

В математике множества изображают с помощью кругов Эйлера, которые пред-
ставляют некоторое множество. Одна из операций над множествами – операция 
пересечения. Пересечением множеств А и В называется множество, состоящее из 
элементов, которые входят и в А, и в В, то есть только из общих элементов. Объеди-
нением двух множеств А и В является множество из всех элементов, которые входят 
хотя бы в одно из данных множеств.

Нечёткие множества также можно изображать при помощи кругов. Однако эти 
круги будут с размытыми, нечеткими границами. При этом, чем больше значение 
функции принадлежности, тем более насыщенным будет тон, однако насыщенность 
тона к краям спадает.

Нечёткость свойственна человеческому восприятию и мышлению. Вот почему те-
ория нечёткости используется прежде всего в науках, изучающих личностные свой-
ства человека: в социологии, в психологии, в исследовании операций. Очень часто 
в  ходе различных социологических опросов людям проще сформулировать свое 
мнение расплывчато, а не чётко, и размытый ответ является к тому же более прием-
лемым. Именно поэтому и создаются различные методы сбора и анализа нечёткой 
информации.
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Кроме этого нечеткая логика используется человеком в самых различных про-
фессиональных сферах, начиная от контроля качества продукции и заканчивая эко-
номикой.

Заключение.
Теория нечеткости достаточно молодая наука, которая со временем развивается. 

С каждым шагом человек узнает что-то новое, исследует объекты и явления, доводя 
свои знания об этом до совершенства. Но, предположив, что он знает о нем все – он 
«закидывает его на самую заднюю полку» в своей голове и пользуется знаниями, 
которые успел получить, хотя он даже не подозревает, сколько все он еще не узнал. 
Поэтому теорию нечетких чисел не стоит недооценивать.
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«FLUFFY» SETS

Summary. This paper presents a study of the foundations of the theory of fuzzy sets, the so-called 
«fluffy», a brief historical background, as well as the possibility of using fuzzy logic in various fields 
of human activity.
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ФРАКТАЛЫ В КУРСЕ ШКОЛЬНОЙ ГЕОМЕТРИИ

Аннотация. Основная идея работы заключается в изучении, анализе и систематизации 
литературы и Интернет-ресурсов о фракталах, ознакомлении с историей фракталов, 
рассмотрении применения фракталов в различных областях науки и техники, а также по-
строение геометрических фракталов.

Введение
Мы увидели удивительно красивые и таинственные геометрические объекты – 

фракталы, и заинтересовались этим научным явлением. Нам стало интересно уз-
нать, как получаются эти рисунки, сочетающие в себе многообразие и повторяемость 
геометрических форм? Для чего они нужны? Наверняка не только для созерцания. 

Цель исследования: 
Изучить свойства геометрических фракталов. Ответить на вопрос: «Нужно ли 

и возможно ли изучать фракталы современным школьникам?»
Задачи исследования: 
1. узнать, что такое фракталы;
2. исследовать область применения фракталов;
3. выявить, где в природе встречаются фракталы;
4. с помощью циркуля и линейки построить кривую Коха, коврик Серпинского, 

кривую Леви, Пифагорово дерево.
Основная часть
Фракта́л (лат. fractus – дроблёный, сломанный, разбитый) – сложная геометриче-

ская фигура, обладающая свойством самоподобия, то есть составленная из несколь-
ких частей, каждая из которых подобна всей фигуре целиком. Все фракталы подобны 
самим себе, то есть они похожи на всех уровнях [1].

Фракталы – понятия, вошедшие в научную картину мира сравнительно недавно, 
лишь в последней четверти ХХ века. Книга Б. Мандельброта «Фрактальная геометрия 
природы», вышедшая в 1983 г открыла новые горизонты геометрии. Она предстала 
перед миром во всем своем многоцветном великолепии. В ней автор писал: «Почему 
геометрию часто называют холодной и сухой? Одна из причин заключается в ее не-
способности описать форму облака, горы, дерева или берега моря. Облака – это не 
сферы, горы – это не конусы, линии берега – это не окружности, и кора не является 
гладкой, и молния не распространяется по прямой…» [2]. Исследования, связанные 
с фракталами, меняют многие привычные представления об окружающем нас мире.

В основном фракталы делят на:
•	 геометрические (фракталы этого класса самые наглядные; данные фракталы 

мы построили с помощью линейки и циркуля) (рисунок 1);
•	 алгебраические (самая крупная группа фракталов. Получают их с помощью не-

линейных процессов в n-мерных пространствах) (рисунок 2);
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Геометрический фрактал

Рисунок 2 
Алгебраический фрактал

Рисунок 3 
Стохастический фрактал
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•	 стохастические (получаются в том случае, если в итерационном процессе хао-
тически менять какие-либо его параметры; при этом получаются объекты очень 
похожие на природные – несимметричные деревья, изрезанные береговые ли-
нии и т. д.) (рисунок 3).

С фракталами мы встречаемся очень часто и в различных областях. Фракталы 
применяются для получения изображений деревьев, кустов, береговых линий при 
построении ландшафтов, поверхности морей, карт раскраски, в механике жидкостей, 
в биологии [3]. Фракталы также можно встретить в дизайне мебели (тумбочка Fractal 
23 содержит 23 ящика самых разных размеров и пропорций, которые как-то ухитря-
ются уживаться между собой внутри кубического корпуса, заполняя почти всё доступ-
ное им пространство) [4].

Применение фракталов безгранично. Так почему же в школе ни слова о них нет? 
Зачастую мы решаем по геометрии абстрактные задачи. Например, задачи на по-
строение звучат примерно так: «Построить треугольник по двум сторонам и углу меж-
ду ними», «Построить среднюю линию треугольника» и т. д. Но можно также строить 
фракталы. Тогда и геометрия многим покажется намного интересней и не такой «хо-
лодной и сухой», как написал в своей книге о фракталах Мандельброт.

В своей работе мы рассмотрели построение кривой Коха, коврика Серпинского, 
кривой Леви, Пифагорова дерева.

В двухмерном случае фракталы получают с помощью некоторой ломаной (или 
поверхности в трехмерном случае), называемой генератором. За один шаг алгорит-
ма каждый из отрезков, составляющих ломаную, заменяется на ломаную-генератор, 
в соответствующем масштабе. В результате бесконечного повторения этой процеду-
ры, получается геометрический фрактал.

Рассмотрим процесс построения фрактала, названого в честь польского матема-
тика Ванцлава Серпинского. Для построения возьмем правильный треугольник (ну-
левой шаг). Проведем средние линии и исключим средний треугольник (первый шаг). 
На втором шаге проведем средние линии трех оставшихся треугольников и в каждом 
исключим средние треугольники. Повторим аналогичные действия на третьем и чет-
вертом шаге. Продолжив процесс до бесконечности, получим фрактал, который но-
сит название коврик Серпинского (рисунок 4).

Рассмотрим еще один фрактал «Пифагорово дерево» (рисунок 5). Он состоит из 
подобных элементов, которые представляют собой квадрат, на одной стороне кото-
рого нарисован прямоугольный треугольник. На каждом катете треугольника строит-
ся тот же элемент фрактала и таким образом получается дерево. 

Заключение
Фрактальная геометрия постепенно проникает в образовательный процесс шко-

лы через математику и информатику. 
Изучая свойства и область применения геометрических фракталов, мы поняли, 

что за ними стоит большое будущее, где еще им найдется применение, решать будем 
мы, сегодняшние школьники. А изучать фракталы нужно уже сейчас в школе на уро-
ках геометрии, информатике, алгебре.

Применяя известную любому школьнику технологию построения, мы доказали, 
что изучение фракталов в школе вполне возможно. Да, задачи, которые открываются 

Рисунок 4 
Коврик Серпинского

Рисунок 5 
Пифагорово дерево
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перед фрактальной геометрией, – сложны и многообразны, а пути их решений требу-
ют огромных усилий и времени. 

Подобные задания по изучению фракталов в курсе школьной геометрии удобно 
организовать на факультативе в школе. 

Впереди у нас много интересных открытий, и через год мы будем знать о фракта-
лах еще намного больше и постараемся еще больше приоткрыть прекрасный и уди-
вительный мир, в котором царят математика, природа и искусство.
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НЕЗАМЕТНОЕ ПРЕПЯТСТВИЕ

Аннотация. Рассматриваемая тема будет интересна активным наблюдателям, увлекаю-
щимися загадочными явлениями. В статье описываются результаты экспериментального 
исследования зависимости поведения пламени свечи, находящейся за препятствием, от 
различных параметров системы «источник воздушного потока – препятствие – свеча». 

Метод научного познания окружающего мира включает несколько этапов. Первый 
из них – это наблюдение явлений. Затухание пламени свечи, находящейся за пре-
пятствием, на первый взгляд кажется явлением загадочным. Попробуем объяснить 
и исследовать эту «странность».

Цель работы: 
– объяснить явление затухания свечи, находящейся за препятствием обтекаемой 

(цилиндрической) формы;
– исследовать зависимость максимального расстояния между свечой и препят-

ствием обтекаемой формы, при котором свеча будет затухать от: диаметра препят-
ствия воздушному потоку; расстояния от источника воздушного потока до препят-
ствия; температуры воздушного потока; скорости воздушного потока. 

В качестве источника воздушного потока использовался фен с регулятором ско-
рости и температуры воздушного потока, а в качестве препятствий обтекаемой фор-
мы – стеклянные цылиндрические бутылки разных диаметров.

Струя воздуха может быть: свободной (ограниченной окружающим воздухом), 
ограниченной (стеснённой, ограниченной препятствиями со всех сторон), настилаю-
щей (полуограниченная струя). В данном исследовании рассматривается поведение 
настилающей струи воздуха. Воздушные струи, огибающие бутылку, встречают за 
ней более разреженное пространство и, устремляясь в него, дают вместе направлен-
ную сильную струю, гасящую пламя. Такое явление называется эффектом Коанда.

Эффект Коанда (следствие закона Бернулли) – физическое явление, при кото-
ром струя жидкости или газа, вытекающая из сопла, стремится отклониться по на-
правлению к стенке и при определенных условиях перестаёт её касаться (рис. 1). Это 
объясняется тем, что боковая стенка препятствует свободному поступлению воздуха 
с одной стороны струи, создавая зону пониженного давления (Р2 < Р1).

Рисунок 1 – Эффект Коанда

В практической части была проведена серия опытов, схема экспериментальной 
установки которых приведена на рисунке 2.

Рисунок 2 – Схема установки Ф
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Эксперимент № 1 «Исследование зависимости максимального расстояния меж-
ду cвечой и бутылкой L от расстояния от фена до бутылки a (при температуре t =20°С, 
скорости воздушного потока V=const)

Результаты данного эксперимента для бутылок разного диаметра представлены 
в виде графиков (рисунок 3).

Рисунок 3 – Результаты данного эксперимента для бутылок разного диаметра

Из графика видно, что при увеличении расстояния между бутылкой и феном на-
блюдается увеличение максимального расстояния между свечой и бутылкой, при ко-
тором свеча начинает затухать, а затем – уменьшение. Интересным и неожиданным 
был тот факт, что с уменьшением диаметра бутылки d, наблюдается смещение пика 
максимального расстояния между cвечой и бутылкой L, при котором свеча затухает, 
в сторону увеличения расстояния от фена до бутылки a.

Эксперимент № 2 «Исследование зависимости максимального расстояния меж-
ду cвечой и бутылкой L от диаметра бутылки d (при а=0,01м, t =20°С, V=const)»

№ Диаметр бутылки d, м Расстояние между
cвечой и бутылкой L, м

1 0,110 0,70

2 0,095 0,65

3 0,085 0,49

Анализируя полученные результаты эксперимента, можно сделать вывод, что 
расстояние, на котором бутылка становится «невидимой» для свечи зависит от диа-
метра бутылки. При уменьшении диаметра бутылки расстояние между свечой и бу-
тылкой, при котором пламя затухает, уменьшается.

Эксперимент № 3 «Исследование зависимости максимального расстояния меж-
ду cвечой L и бутылкой от температуры воздушного потока t (при а=0,1м, d=0,095м, 
V=const)»

№ Температура воздушного потока t, ˚С Расстояние между 
cвечой и бутылкой L, м

1 20 0,90

2 38 0,44

3 52 0,18

Опыт показал, что с увеличением температуры воздушного потока максимальное 
расстояние L, при котором свеча затухает, уменьшается.

Эксперимент № 4 «Исследование зависимости максимального расстояния меж-
ду cвечой L и бутылкой от скорости воздушного потока V (при а=0,1м, d=0,095м,  
t =20°С)»
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№ Положение переключателя 
скоростного режима

Расстояние между
cвечой и бутылкой L, м

1 Положение 1 (V меньше) 0,47

2 Положение 2 (V больше) 0,90

С увеличением скорости воздушного потока максимальное расстояние, при кото-
ром свеча затухает, увеличивается

По результатам экспериментов можно сделать следующий вывод:
•	 расстояние, на котором препятствие обтекаемой (цилиндрической) формы ста-

новится «невидимой» для свечи зависит от:
•	 диаметра препятствия;
•	 расстояния от источника воздушного потока до препятствия;
•	 температуры воздушного потока;
•	 скорости воздушного потока.
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AN INVISIBLE OBSTACLE

Summary. This topic will be of interest to active observers who are interested in mysterious phenom-
ena. The article describes the results of an experimental study of the dependence of the behavior of 
a candle flame located behind an obstacle on various parameters of the «source of air flow – obsta-
cle – candle» system.
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КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА В ПРЕДСТАВЛЕНИИ НУЖДАЮТСЯ!

Аннотация. При решении различных задач с помощью уравнений важное место занимают 
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Первый элемент пары Первый элемент пары z = (x; y)	� � называется действительной частью z, 

а второй – мнимой частью z. 

Рассмотрим квадратное уравнение �� =с, где с – заданное действительное 

число, при этом x – неизвестное. 

При с < 0 квадратное уравнение имеет два комплексных корня, которые 

определяются по формуле ����= ���|�|. 
Комплексные корни обладают свойствами, что и действительные. 

Рассмотрим решение некоторых уравнений: 

�� ��- 4x + 5 = 0.  

Решение: D = b²-4ac= 16 – 415 = – 4; D < 0. 

Значит, уравнение имеет мнимые корни и получаем  

√�� � ���|�| � �|�|�� � �|�|�� �����	√�4 � √4� � ��. 
�� � ���√�

��� � ��√��
� � � � �; 

�� � ���√�
���  =	��√��� � � � �. 

Ответ:	� � �; � � �. 
�� ��- 2x +10=0. 

Решение: D = �� – 4ac =����� – 4·1·10 = -36; D < 0. 

Уравнение имеет два мнимых корня:  

�� � ���√�
��� � ��√���

� � � � ��; 
�� � ���√�

���  = ��√���� � � � ��. 
Ответ: � � ��; � � ��. 

Заключение. Изучив теоритическй материал по данной теме, мы смогли 

применить комплексные числа при решение квадратных уравнений. Легко 

заметить, что после рассмотрение данных чисел теперь различное квадратное 

уравнение будет иметь решение. Считаю, что в алгебру школьного курса нужно 

ввести изучение комплексных чисел или рассматривать их на факультативных 

занятиях. 
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COMPLEX NUMBERS NEED TO BE INTRODUCED!

Summary. When solving various problems using equations, an important place is occupied by prob-
lems solved using quadratic equations. Often, the solution of many leads to quadratic equations with 
a negative discriminant. This article discusses the solution of quadratic equations using complex 
numbers.
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ОДИН ИЗ МЕТОДОВ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ПО СТЕРЕОМЕТРИИ

Аннотация. Работа посвящена методам решения некоторых трудоемких задач по стере-
ометрии: поэтапно-вычислительному и координатному методам. Наглядно продемонстри-
рованы преимущества каждого из методов.

Одним из видов задач по стереометрии являются задачи на нахождение углов. 
Существуют несколько способов решения таких задач по стереометрии. Один из 
них – поэтапно-вычислительный. Этот способ требует отличного знания аксиом и те-
орем стереометрии, логики, умения выполнить построение геометрических тел. Он 
хорош тем, что развивает мышление и пространственное воображение. Однако, как 
показывает практика, решение таких задач сопряжено рядом трудностей у учащихся. 
В частности, основными проблемами являются построение искомого угла, а также 
доказательство того, что именно этот угол искомый.

Избежать подобных трудностей помогает другой способ – координатный метод. 
Его главным преимуществом является то, что построение искомого угла не требу-
ется. Метод является одним из эффективных инструментов решения задач, так как 
позволяет решать геометрические задачи средствами алгебры: сводить построения 
к вычислениям, зачастую преобразования формул ведут к ответу более простым ко-
ротким путем; позволяет охватить всевозможные частные случаи. Важно и то, что 
для координатного метода не является характерным выполнение вспомогательных 
построений. Очевидно, что он доступен учащимся с недостаточно развитым про-
странственным воображением.

Выполняя свою работу, мы ставили перед собой следующую цель: раскрытие 
возможностей метода координат при решении некоторых задач по стереометрии. 
Для достижения поставленной цели мы выполнили следующие задачи: 

− ознакомиться с основными формулами и теоремами, используемыми при ре-
шении задач; 

− выработать алгоритм решения задач методом координат; 
− решить некоторые задачи по стереометрии, применяя два способа и выполнить 

сравнение полученных решений.
Сравнивая решения задач на нахождение углов в пространстве, мы заметили 

преимущество метода координат при решении некоторых задач по стереометрии. 
Однако столкнулись мы и с трудностями: чем сложнее многогранник, тем больше 
объем вычислений. Данные обстоятельства позволили нам прийти к следующему 
выводу: приступая к решению задач по стереометрии полезно владеть несколькими 
способами решения и уже из известных способов решения выбирать наиболее ра-
циональный.

                           1)                                                                       2)
Рисунок 1. Рисунки к задаче № 275
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№ 275 SАВСД – правильная четырехугольная пирамида, длина каждого ребра, 
которой равна а, точка F – середина ребра SС. А) Найдите угол между прямыми АВ 
и SД. Б) Найдите угол между прямыми ДF и АС.

1) Решение.
А)
1) Пусть АВ = а = 1, тогда введем систему координат.
Координаты точек: А (0,5; -0,5;0); В (-0,5; -0,5;0). 
Координаты вектора: Координаты вектора:     АВ�������(-1;0; 0).  

2) АВСД – квадрат (по условию), то АС=√2АВ, СА∩ВД=О, АО = ОС=√�� АВ. 

SО - высота SАВСД. 

3) ∆SАО: SА=АВ=а, <SОА = 900, АО =√�� АВ, по теореме Пифагора  

SА 2= SО2+ ОА2, SО=√�� АВ. 

4) Координаты точек: S (0;0;√�� ); Д (0,5; 0,5;0). Координаты вектора: ДS������(-0,5; -

0,5; √�
� ). ��� � �АВ�������;ДS������) =со� � �АВ;ДS� � ���

√�∗√� � 0���. Следовательно, �
�АВ;ДS� = arсcos 0,2=600.  

Б)  

1) Координаты точек: S (0;0;√�� ); С (-0,5; 0,5;0). F – середина SС, то  

F (-0,25;0,25;√�� ). Д (0,5; 0,5;0). Значит, ДF������(-0,75; -0,25; √�� ). 

2) Координаты точек: А (0,5; -0,5;0); С (-0,5; 0,5;0). Значит, 
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3) ∆ АSС: ЕF – средняя линия ∆ АSС, то ЕF=0,5АС.

4) АВСД – квадрат, то 4) АВСД – квадрат, то АС=√2а. Значит, ЕF= √�� а. 
5) ∆АSД: SА=ДА=SД и АЕ= SЕ, то ДЕ – медиана ∆АSД. Значит, ДЕ – высота 

∆АSД. ДЕ =√�� SА= √�� а. 

6) ∆СSД – равносторонний, SF=СF, то ДF – медиана ∆СSД. Значит, ДF – высота 

∆СSД. ДF =√�� SС= √�� а. 

7) ∆ЕДF: по теореме косинусов  

ЕД2= ЕF2+ ДF2-2*ЕF*ДF*со� � �ДF;ЕF�; 
со� � �ДF;ЕF� � √�

� . � �ДF;ЕF� �� �ДF;АС� = arсcos√��� .  

Ответ: А) 600; Б) arсcos√��� . 

Материал, представленный в данной работе, можно использовать при 

проведении факультативных занятий по геометрии в 10-11 классах для 

расширения математического кругозора школьников, при подготовке учащихся 

к сдаче выпускных экзаменов, при подготовке к ЦТ по математике для 

экономии времени и успешности решения ряда задач по стереометрии детьми, 

не обладающими пространственным воображением. 

 

СПИСОК ИСПОЛЬЗУЕМЫХ ИСТОЧНИКОВ: 

1. Шлыков, В.В. Геометрия: учебное пособие для 10-го класса учреждений 

общего среднего образования с русским языком обучения / В. В. Шлыков. – 

Минск: Нар. асвета, 2013г.  

2. Шлыков, В.В. Геометрия: учебное пособие для 11-го класса учреждений 

общего среднего образования с русским языком обучения / В. В. Шлыков. – 

Минск: Нар. асвета, 2003г. 

 

CHABOKHA A.V. 

State Educational Establishment «Secondary school №21, Vitebsk» 

ONE OF THE METHODS FOR SOLVING PROBLEMS ON STEREOMETRY 

 

. Значит, 4) АВСД – квадрат, то АС=√2а. Значит, ЕF= √�� а. 
5) ∆АSД: SА=ДА=SД и АЕ= SЕ, то ДЕ – медиана ∆АSД. Значит, ДЕ – высота 

∆АSД. ДЕ =√�� SА= √�� а. 

6) ∆СSД – равносторонний, SF=СF, то ДF – медиана ∆СSД. Значит, ДF – высота 

∆СSД. ДF =√�� SС= √�� а. 

7) ∆ЕДF: по теореме косинусов  

ЕД2= ЕF2+ ДF2-2*ЕF*ДF*со� � �ДF;ЕF�; 
со� � �ДF;ЕF� � √�

� . � �ДF;ЕF� �� �ДF;АС� = arсcos√��� .  

Ответ: А) 600; Б) arсcos√��� . 

Материал, представленный в данной работе, можно использовать при 

проведении факультативных занятий по геометрии в 10-11 классах для 

расширения математического кругозора школьников, при подготовке учащихся 

к сдаче выпускных экзаменов, при подготовке к ЦТ по математике для 

экономии времени и успешности решения ряда задач по стереометрии детьми, 

не обладающими пространственным воображением. 

 

СПИСОК ИСПОЛЬЗУЕМЫХ ИСТОЧНИКОВ: 

1. Шлыков, В.В. Геометрия: учебное пособие для 10-го класса учреждений 

общего среднего образования с русским языком обучения / В. В. Шлыков. – 

Минск: Нар. асвета, 2013г.  

2. Шлыков, В.В. Геометрия: учебное пособие для 11-го класса учреждений 

общего среднего образования с русским языком обучения / В. В. Шлыков. – 

Минск: Нар. асвета, 2003г. 

 

CHABOKHA A.V. 

State Educational Establishment «Secondary school №21, Vitebsk» 

ONE OF THE METHODS FOR SOLVING PROBLEMS ON STEREOMETRY 

 

5) ∆АSД: SА=ДА=SД и АЕ= SЕ, то ДЕ – медиана ∆АSД. 

Значит, ДЕ – высота ∆АSД. 

4) АВСД – квадрат, то АС=√2а. Значит, ЕF= √�� а. 
5) ∆АSД: SА=ДА=SД и АЕ= SЕ, то ДЕ – медиана ∆АSД. Значит, ДЕ – высота 

∆АSД. ДЕ =√�� SА= √�� а. 

6) ∆СSД – равносторонний, SF=СF, то ДF – медиана ∆СSД. Значит, ДF – высота 

∆СSД. ДF =√�� SС= √�� а. 

7) ∆ЕДF: по теореме косинусов  

ЕД2= ЕF2+ ДF2-2*ЕF*ДF*со� � �ДF;ЕF�; 
со� � �ДF;ЕF� � √�

� . � �ДF;ЕF� �� �ДF;АС� = arсcos√��� .  

Ответ: А) 600; Б) arсcos√��� . 

Материал, представленный в данной работе, можно использовать при 

проведении факультативных занятий по геометрии в 10-11 классах для 

расширения математического кругозора школьников, при подготовке учащихся 

к сдаче выпускных экзаменов, при подготовке к ЦТ по математике для 

экономии времени и успешности решения ряда задач по стереометрии детьми, 

не обладающими пространственным воображением. 

 

СПИСОК ИСПОЛЬЗУЕМЫХ ИСТОЧНИКОВ: 

1. Шлыков, В.В. Геометрия: учебное пособие для 10-го класса учреждений 

общего среднего образования с русским языком обучения / В. В. Шлыков. – 

Минск: Нар. асвета, 2013г.  

2. Шлыков, В.В. Геометрия: учебное пособие для 11-го класса учреждений 

общего среднего образования с русским языком обучения / В. В. Шлыков. – 

Минск: Нар. асвета, 2003г. 

 

CHABOKHA A.V. 

State Educational Establishment «Secondary school №21, Vitebsk» 

ONE OF THE METHODS FOR SOLVING PROBLEMS ON STEREOMETRY 

 

6) ∆СSД – равносторонний, SF=СF, то ДF – медиана ∆СSД. Значит, ДF – высота 

∆СSД. 

4) АВСД – квадрат, то АС=√2а. Значит, ЕF= √�� а. 
5) ∆АSД: SА=ДА=SД и АЕ= SЕ, то ДЕ – медиана ∆АSД. Значит, ДЕ – высота 

∆АSД. ДЕ =√�� SА= √�� а. 

6) ∆СSД – равносторонний, SF=СF, то ДF – медиана ∆СSД. Значит, ДF – высота 

∆СSД. ДF =√�� SС= √�� а. 

7) ∆ЕДF: по теореме косинусов  

ЕД2= ЕF2+ ДF2-2*ЕF*ДF*со� � �ДF;ЕF�; 
со� � �ДF;ЕF� � √�

� . � �ДF;ЕF� �� �ДF;АС� = arсcos√��� .  

Ответ: А) 600; Б) arсcos√��� . 

Материал, представленный в данной работе, можно использовать при 

проведении факультативных занятий по геометрии в 10-11 классах для 

расширения математического кругозора школьников, при подготовке учащихся 

к сдаче выпускных экзаменов, при подготовке к ЦТ по математике для 

экономии времени и успешности решения ряда задач по стереометрии детьми, 

не обладающими пространственным воображением. 

 

СПИСОК ИСПОЛЬЗУЕМЫХ ИСТОЧНИКОВ: 

1. Шлыков, В.В. Геометрия: учебное пособие для 10-го класса учреждений 

общего среднего образования с русским языком обучения / В. В. Шлыков. – 

Минск: Нар. асвета, 2013г.  

2. Шлыков, В.В. Геометрия: учебное пособие для 11-го класса учреждений 

общего среднего образования с русским языком обучения / В. В. Шлыков. – 

Минск: Нар. асвета, 2003г. 

 

CHABOKHA A.V. 

State Educational Establishment «Secondary school №21, Vitebsk» 

ONE OF THE METHODS FOR SOLVING PROBLEMS ON STEREOMETRY 

 



133

7) ∆ЕДF: по теореме косинусов 

4) АВСД – квадрат, то АС=√2а. Значит, ЕF= √�� а. 
5) ∆АSД: SА=ДА=SД и АЕ= SЕ, то ДЕ – медиана ∆АSД. Значит, ДЕ – высота 

∆АSД. ДЕ =√�� SА= √�� а. 

6) ∆СSД – равносторонний, SF=СF, то ДF – медиана ∆СSД. Значит, ДF – высота 

∆СSД. ДF =√�� SС= √�� а. 

7) ∆ЕДF: по теореме косинусов  

ЕД2= ЕF2+ ДF2-2*ЕF*ДF*со� � �ДF;ЕF�; 
со� � �ДF;ЕF� � √�

� . � �ДF;ЕF� �� �ДF;АС� = arсcos√��� .  

Ответ: А) 600; Б) arсcos√��� . 

Материал, представленный в данной работе, можно использовать при 

проведении факультативных занятий по геометрии в 10-11 классах для 

расширения математического кругозора школьников, при подготовке учащихся 

к сдаче выпускных экзаменов, при подготовке к ЦТ по математике для 

экономии времени и успешности решения ряда задач по стереометрии детьми, 

не обладающими пространственным воображением. 
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МЕТОДЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЙ ГЕОМЕТРИИ  
ПРИ РЕШЕНИИ ЗАДАЧ ОПТИМИЗАЦИИ В ПЛОСКОСТИ

Аннотация. В статье разработана система оптимального управления процессом, где 
вектор перемещения объекта может изменяться в любой точке приложения и его направ-
ление определяется с помощью теории дифференциальной геометрии. Задачи оптимиза-
ции, связанные с получением максимальной прибыли при заданном размере издержек, имеют 
и будут иметь первостепенную актуальность. Решение задачи было подчинено установле-
нию экстремального значения целевой функции при определенных условиях, накладываемых 
на ряд величин (размеры объекта, кратчайшее расстояние).

Введение
Процедура решения задачи оптимизации включает, помимо выбора управляющих 

параметров, еще и установление ограничений на эти параметры (размеры объекта, 
кратчайшее расстояние). Ограничения могут накладываться как по технологическим, 
так и по экономическим соображениям.

Предметом исследования является функциональная зависимость траектории 
движения физического тела с преодолением препятствий в плоскости от технологи-
ческих и экономических условий оптимизации.

Цель исследования. Описать с помощью математических формул математи-
ческую модель [1] движения физического тела (материальной точки) при условной 
оптимизации. Задача исследования. Рассмотреть методы дифференциальной гео-
метрии для оптимизации маршрута движения физического тела при преодолении 
препятствий.

Решение задачи оптимизации с огибанием округлых препятствий
Пусть между городами В и А располагаются два препятствия:
горный массив шириной d с центром O и внешним радиусом R;
холм в виде конуса с центром Q и радиусом окружности основания r.
Пусть в плоскости XOY заданы точки A, B, O, Q и радиусы окружностей R и r 

с центрами в точках O и Q соответственно. Будем считать, что R = 10; d = 3; xb = 5;  
yb = 1; r = 5; OQ = p = 25; уа = 32.

Первым шагом «уберем» препятствие в виде «горного массива». Для этого все 
точки верхней полуплоскости с границей по оси OX перенесем по направлению век-
тора CD. Точку D (окончание тоннеля на границе горного массива) найдем как пере-
сечение касательной FP к окружности с центром в точке Q и окружности радиуса R. 

Определить оптимальный маршрут, проходящий через горный массив по тонне-
лю перпендикулярно границам и огибающий по дуге основание холма.

Граница полосы со стороны точки А – окружность
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С помощью производной функции, определяющей соотношение между 

переменными х и у нижней полуокружности радиуса r 
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В нашем случае значение тангенса угла KQP будет положительным, так 

как хр < 0 и ур < p, а сам угол находится в пределах от π до 3π/2. Поэтому 

центральный угол, соответствующий дуге РЕ, найдем по формуле 

γ = KQP – π (рад). 

Таким образом, длина дуги РЕ равна 

ДД(РЕ) = r γ. (3) 

Используем перпендикулярность векторов репера Френе в точке Р 
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Решим систему из уравнений (1), (2), (4), (5) относительно неизвестных x, 

y, xp, yp с помощью функции solve пакета символьной математики Maple 

x = 2.6733642010472548311410916591124757206974771579624, 

xp = –4.3911195923669164175177237217344796436669448797445, 

y = 9.6360325782221685497893622456242147490207049992309, 

yp = 22.608751638676691994691598872201672835252440945532. 
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Рисунок 1
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По теореме Пифагора и формуле (3) найдем длину пути от точки А до В: 

В нашем случае значение тангенса угла KQP будет положительным, так как хр < 0 
и ур < p, а сам угол находится в пределах от π до 3π/2. Поэтому центральный угол, 
соответствующий дуге РЕ, найдем по формуле
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найдем касательный вектор репера Френе в движущейся по окружности точке Р 

� � ��� ��
��� � ����. 

Следовательно, угловой коэффициент прямой PD будет равен 

� � ��
��� � ���	. 

Определим угол KQP между нормалью репера Френе в точке Р и осью ОХ 
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�� 	. 

В нашем случае значение тангенса угла KQP будет положительным, так 

как хр < 0 и ур < p, а сам угол находится в пределах от π до 3π/2. Поэтому 

центральный угол, соответствующий дуге РЕ, найдем по формуле 

γ = KQP – π (рад). 

Таким образом, длина дуги РЕ равна 

ДД(РЕ) = r γ. (3) 

Используем перпендикулярность векторов репера Френе в точке Р 

��	��� � �� � ��� � ����� � �� � �.																																		��� 
Используя координаты точек P и F, а также угловой коэффициент прямой 

PD, найдем ее уравнение в явном виде 

. (5) 

Решим систему из уравнений (1), (2), (4), (5) относительно неизвестных x, 

y, xp, yp с помощью функции solve пакета символьной математики Maple 

x = 2.6733642010472548311410916591124757206974771579624, 

xp = –4.3911195923669164175177237217344796436669448797445, 

y = 9.6360325782221685497893622456242147490207049992309, 

yp = 22.608751638676691994691598872201672835252440945532. 

По теореме Пифагора и формуле (3) найдем длину пути от точки А до В: 

Таким образом, длина дуги РЕ равна
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найдем касательный вектор репера Френе в движущейся по окружности точке Р 
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Следовательно, угловой коэффициент прямой PD будет равен 

� � ��
��� � ���	. 

Определим угол KQP между нормалью репера Френе в точке Р и осью ОХ 
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�� 	. 

В нашем случае значение тангенса угла KQP будет положительным, так 

как хр < 0 и ур < p, а сам угол находится в пределах от π до 3π/2. Поэтому 

центральный угол, соответствующий дуге РЕ, найдем по формуле 

γ = KQP – π (рад). 

Таким образом, длина дуги РЕ равна 

ДД(РЕ) = r γ. (3) 

Используем перпендикулярность векторов репера Френе в точке Р 
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Используя координаты точек P и F, а также угловой коэффициент прямой 

PD, найдем ее уравнение в явном виде 

. (5) 

Решим систему из уравнений (1), (2), (4), (5) относительно неизвестных x, 

y, xp, yp с помощью функции solve пакета символьной математики Maple 

x = 2.6733642010472548311410916591124757206974771579624, 

xp = –4.3911195923669164175177237217344796436669448797445, 

y = 9.6360325782221685497893622456242147490207049992309, 

yp = 22.608751638676691994691598872201672835252440945532. 

По теореме Пифагора и формуле (3) найдем длину пути от точки А до В: 

                                                        (3)

Используем перпендикулярность векторов репера Френе в точке Р
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найдем касательный вектор репера Френе в движущейся по окружности точке Р 

� � ��� ��
��� � ����. 

Следовательно, угловой коэффициент прямой PD будет равен 

� � ��
��� � ���	. 

Определим угол KQP между нормалью репера Френе в точке Р и осью ОХ 
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�� 	. 

В нашем случае значение тангенса угла KQP будет положительным, так 

как хр < 0 и ур < p, а сам угол находится в пределах от π до 3π/2. Поэтому 

центральный угол, соответствующий дуге РЕ, найдем по формуле 

γ = KQP – π (рад). 

Таким образом, длина дуги РЕ равна 

ДД(РЕ) = r γ. (3) 

Используем перпендикулярность векторов репера Френе в точке Р 
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Используя координаты точек P и F, а также угловой коэффициент прямой 

PD, найдем ее уравнение в явном виде 

. (5) 

Решим систему из уравнений (1), (2), (4), (5) относительно неизвестных x, 

y, xp, yp с помощью функции solve пакета символьной математики Maple 

x = 2.6733642010472548311410916591124757206974771579624, 

xp = –4.3911195923669164175177237217344796436669448797445, 

y = 9.6360325782221685497893622456242147490207049992309, 

yp = 22.608751638676691994691598872201672835252440945532. 

По теореме Пифагора и формуле (3) найдем длину пути от точки А до В: 
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Используя координаты точек P и F, а также угловой коэффициент прямой PD, 
найдем ее уравнение в явном виде
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найдем касательный вектор репера Френе в движущейся по окружности точке Р 

� � ��� ��
��� � ����. 

Следовательно, угловой коэффициент прямой PD будет равен 

� � ��
��� � ���	. 

Определим угол KQP между нормалью репера Френе в точке Р и осью ОХ 

��	��� � �� � �
�� 	. 

В нашем случае значение тангенса угла KQP будет положительным, так 

как хр < 0 и ур < p, а сам угол находится в пределах от π до 3π/2. Поэтому 

центральный угол, соответствующий дуге РЕ, найдем по формуле 

γ = KQP – π (рад). 

Таким образом, длина дуги РЕ равна 

ДД(РЕ) = r γ. (3) 

Используем перпендикулярность векторов репера Френе в точке Р 
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Используя координаты точек P и F, а также угловой коэффициент прямой 

PD, найдем ее уравнение в явном виде 

. (5) 

Решим систему из уравнений (1), (2), (4), (5) относительно неизвестных x, 

y, xp, yp с помощью функции solve пакета символьной математики Maple 

x = 2.6733642010472548311410916591124757206974771579624, 

xp = –4.3911195923669164175177237217344796436669448797445, 

y = 9.6360325782221685497893622456242147490207049992309, 

yp = 22.608751638676691994691598872201672835252440945532. 

По теореме Пифагора и формуле (3) найдем длину пути от точки А до В: 

                    (5)

Решим систему из уравнений (1), (2), (4), (5) относительно неизвестных x, y, xp, yp 
с помощью функции solve пакета символьной математики Maple

x = 2.6733642010472548311410916591124757206974771579624,

xp = –4.3911195923669164175177237217344796436669448797445,

y = 9.6360325782221685497893622456242147490207049992309,

yp = 22.608751638676691994691598872201672835252440945532.

холм в виде конуса с центром Q и радиусом окружности основания r. 

Пусть в плоскости XOY заданы точки A, B, O, Q и радиусы окружностей 

R и r с центрами в точках O и Q соответственно. Будем считать, что R = 10; 

d = 3; xb = 5; yb = 1; r = 5; OQ = p = 25; уа = 32. 

Первым шагом «уберем» препятствие в виде «горного массива». Для 

этого все точки верхней полуплоскости с границей по оси OX перенесем по 

направлению вектора CD. Точку D (окончание тоннеля на границе горного 

массива) найдем как пересечение касательной FP к окружности с центром в 

точке Q и окружности радиуса R.  

Определить оптимальный маршрут, проходящий через горный массив по 

тоннелю перпендикулярно границам и огибающий по дуге основание холма. 

Граница полосы со стороны точки А – окружность 

�� � �� � ��																																																								��� 
Для координат точки Р справедливо уравнение 

��� � ��� � ��� � ��. (2) 

Рисунок 1 

С помощью производной функции, определяющей соотношение между 

переменными х и у нижней полуокружности радиуса r 



136

По теореме Пифагора и формуле (3) найдем длину пути от точки А до В:

              ДлОптП(А, В) = ВС + СD + DP + ДлД(РЕ) + ЕА ≈ 36,2.
Заключение
В работе решены задачи статической и динамической оптимизации при неуста-

новившихся режимах эксплуатации, где вектор перемещения изменяется в любой 
точке приложения, а его направление определяется с помощью теории дифференци-
альной геометрии. Процедура решения задач помимо выбора управляющих параме-
тров оптимизации включает установление ограничений на эти параметры (размеры 
объекта, кратчайшее расстояние), которые могут накладываться по технологическим 
и экономическим соображениям. Разработан векторный метод оптимизации, который 
позволяет найти экстремальные значения целевой функции. Результаты исследова-
ния могут иметь практическое применение при разработке оптимальной траектории 
движения в трехмерном пространстве.
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